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VORWORT

Schlift ein Lied in allen Dingen,
Die da trdumen fort und fort,
Und die Welt hebt an zu singen,
Triffst du nur das Zauberwort.

Joseph Freiherr von Eichendorff

Gegenstand der Arbeit

Der zentrale Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind Dreiecke von Gruppen und deren
Colimites. Unter einem Dreieck von Gruppen, nennen wir es A, konnen wir uns eine
Menge M vorstellen, die von drei Gruppen tiberdeckt wird, d.h. M =X UY UZ, und zwar
so, dass sich je zwei dieser Gruppen in einer gemeinsamen Untergruppe schneiden.

Wir bezeichnen die drei Gruppen X, Y, Z als Eckengruppen und die drei Schnittmengen
A=XnY,B=XnZ,C=Y nZ als Kantengruppen. Die Schnittmenge D =X NY NnZ ist
eine gemeinsame Untergruppe aller drei Eckengruppen, wir bezeichnen sie schlieflich

als Zweizellengruppe.




Vorwort

Einen Colimes G von A erhalten wir, indem wir zunéchst das freie Produkt G der drei
Eckengruppen bilden und anschlieBend zu einer Faktorgruppe G = G/N iibergehen. Wenn
ix:X—G,y:Y -G, i1z:Z— G die Homomorphismen der drei Eckengruppen in das

freie Produkt G sind, dann kénnen wir den Normalteiler N wie folgt beschreiben:
N ={ix(@-1y@", 1x®)-12(0)", ty(c)-1z(c) " |a€ A, beB,ceC)AG

Im freien Produkt G identifizieren wir also, salopp gesagt, die drei Eckengruppen entlang
der entsprechenden Kantengruppen. Die drei Homomorphismen ¢x : X — G - G/N =G,
¢y:Y -G —+G/N=G, ¢z:Z— G —G/N =G, setzen sich dann zu einer Abbildung ¢y

der Menge M in den Colimes G zusammen.

Fragen und Antworten

Nach einer sorgfiltigen Einfithrung im ersten Kapitel, setzen wir uns im zweiten und

dritten Kapitel mit den folgenden vier Fragen auseinander:

Sind die Homomorphismen der Eckengruppen in

<G?
den Colimes G injektiv?

Ist die Abbildung der Menge M in den Colimes G

injektiv?

Enthalt der Colimes G ein Element unendlicher

Ordnung?

Enthilt der Colimes G eine nichtabelsche freie

Untergruppe?

. ~ & ®
IA IA
Q IA I
«Q 5 Q
-Q .

Es stellt sich heraus, dass es spharische Dreiecke von Gruppen gibt, fiir die wir alle vier
Fragen mit ,Nein!“ beantworten miissen. Wir beschrdnken uns daher auf nichtsphérische
Dreiecke von Gruppen: Sie erlauben geometrisch motivierte Beweise, mit deren Hilfe wir

die vier Fragen weitgehend mit ,Ja!“ beantworten kénnen.
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Vorwort

In der nun folgenden Tabelle! sind einige der im zweiten und dritten Kapitel behandelten

Satze zusammengefasst. Das Symbol ¢ bedeutet ,Ja, die Aussage stimmt!“, das Symbol

X bedeutet ,Nein, die Aussage stimmt i. A. nicht!“.

4 . 1 )
A hyperbolisch A euklidisch A sphérisch
&) <62 Satz 2.9 v/
@sa? Satz 2.12 v/
Satz 1.13 X
A nichtausgeartet: A nichtausgeartet:
7<@G? D trivial: Satz 3.1 v/ D trivial: Satz 3.1 v/
D beliebig: Satz 3.9 v/ D beliebig: Satz 3.9 v/
A nichtausgeartet: A nichtausgeartet:
F=G? D trivial: Satz 3.2 v/
A sa Satz 4.1 X
\_ D beliebig: Satz 3.11 v/ Y,

Da es offensichtlich nichtsphérische Dreiecke von Gruppen gibt, deren Colimites keine

nichtabelsche freie Untergruppe enthalten, beschéftigen wir uns im vierten Kapitel mit

der Frage, ob die Klasse der Colimites nichtsphérischer Dreiecke von Gruppen zumindest

die Tits-Alternative erfiillt. Nach einer Bemerkung von Kopteva und Williams in [KW08]

ist diese Frage bis heute noch nicht beantwortet worden.?

In den Diplomarbeiten [Lor95] von Steffen Lorenz und [Bre04] von Dirk Brendel ist es

bereits gelungen, die Existenz nichtabelscher freier Untergruppen in den Colimites vieler

nichtsphérischer und insbesondere euklidischer Dreiecke von Gruppen nachzuweisen.

IDie Tabelle verdient einige Erlduterungen: Satz 1.13 ist ein klassisches Beispiel. Satz 2.9 ist in [Sta91]

zu finden. Der hier vorgestellte Beweis orientiert sich zwar an dieser Vorlage, ist aber etwas elementarer.

Satz 2.12 ist in dieser Form weder in [Sta91] noch in [Bri91] zu finden, doch ergibt er sich aus den dort

angestellten Uberlegungen. Der hier vorgestellte direkte Beweis verwendet die im Beweis von Satz 2.9
eingefithrte Technik weiter. Satz 3.1 und Satz 3.2 zitieren wir nur aus [ERST00] und [HKO06], da es

uns gelingt, diese in Satz 3.9 und Satz 3.11 zu verallgemeinern. Dabei konnen wir die Beweisideen aus

[ERSTO00] und [HK06] weitgehend iibernehmen und miissen lediglich bei deren technischer Umsetzung

etwas behutsamer zu Werke gehen. Satz 4.1 ist wiederum ein klassisches Beispiel.

2Kopteva und Williams beziehen sich in ihrer Bemerkung auf [HK06] und haben daher vermutlich nur

die Klasse der Colimites nichtsphérischer nicht-ecken-ausgearteter Dreiecke von Gruppen mit trivialer

Zweizellengruppe D vor Augen.
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Wir geben zunichst einen ganz kurzen Einblick in deren Argumentation und versuchen
anschlieBend, die Technik weiter auszureizen und so etwas Licht ins Dunkel zu bringen.

In der nun folgenden Tabelle sind einige der im vierten Kapitel behandelten Sitze, wie

gewohnt, zusammengefasst:

4 ey . . .
Klasse der Colimites nichtsphérischer Dreiecke von Gruppen

( Die gesamte Klasse ohne weitere Einschrankungen ) Satz 4.14 X

( A nicht-ecken-ausgeartet D beliebig ) Satz 4.15 X

D trivial ) Satz 4.16 X

o ( A nicht-kanten-ausgeartet )——( D beliebig ) Satz 4.15 X
(<))
2

= —( D trivial ) Satz 4.16 X
[=}
o
3

2] ( A nicht-winkel-ausgeartet )——( D beliebig ) Satz 4.17 X
3

g“ —( D trivial ) Satz 4.37 v

D ist endlich erzeugt
und enthalt entweder F Satz 4.44 v
oder ist virtuell auflosbar
Jede einzelne der beteiligten Gruppen ist endlich erzeugt
. . . . Satz 4.45 v
und enthélt entweder F oder ist virtuell auflosbar
- J
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KAPITEL 1

Einfiihrung

1.1 Der Colimes eines Diagramms von Gruppen

Definition 1.1 (Colimes eines Diagramms von Gruppen) Sei A ein Diagramm von
Gruppen, also eine nichtleere Familie (G;);c1 von Gruppen, in der jedem Paar (i,j) eI x 1
eine Teilmenge H;; < Hom(G;,G;) zugeordnet ist. Ein Colimes von A besteht aus einer
Gruppe G und einer Familie (p; : G; — G);c; von Homomorphismen, sodass die folgenden

beiden Bedingungen erfiillt sind.:
¢ Vertrdiglichkeitsbedingung:
Vi, )elxI:VfeH;;:p;=@jof
Das bedeutet, dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

¢i—I ~q
O
P; Pj
G

¢ Universalititsbedingung:

Erfiillen eine Gruppe G und eine Familie (p;:G; — G);cs von Homomorphismen die
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Vertrdglichkeitsbedingung, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

a:G — G mit der Eigenschaft:
Viel:p;=aocqp;
Das bedeutet, dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

G,
i i
O
G

G

[e4

Genau genommen ist ein Colimes also ein Paar, bestehend aus einer Gruppe und einer
Familie von Homomorphismen. Wenn wir in der vorliegenden Arbeit von einem Colimes

sprechen, dann meinen wir nicht das Paar sondern allein die Gruppe.

Wir kénnen die beiden Bedingungen wie folgt interpretieren: Ist f € H;;, so garantiert
die Vertriglichkeitsbedingung, dass jedes Element g € G; mit seinem Bild f(g) € G; auf
ein gemeinsames Element des Colimes abgebildet wird. Die beiden Elemente werden im
Colimes also miteinander identifiziert. Die Universalitatsbedingung garantiert nun, dass
es im Colimes nur die durch die Vertraglichkeitsbedingung erzwungenen Identifikationen

gibt. Mehr noch! Es gilt der folgende Satz:
Satz 1.2 Der Colimes ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei A ein Diagramm von Gruppen (genau wie in Definition 1.1) und seien sowohl
G, mit (¢; : G; — )1, als auch G, mit (p; :G; — ®);e1, Colimites von A. Es gibt also
eindeutig bestimmte Homomorphismen @ : G — G und B: G — G mit der Eigenschaft,

dass, fiir jedes i € I, die folgenden Diagramme kommutativ sind:

Gi Gi
‘7 y: und ‘7 yi
O O
G 5 G

G G

[e4

Setzen wir die Diagramme paarweise zusammen, so erkennen wir, dass nebenidg :G — G

auch der Homomorphismus foa : G — G die Eigenschaft hat, dass, fiir jedes i € I, das
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folgende Diagramm kommutativ ist:

Wegen der Universalitatsbedingung gibt es aber nur einen solchen Homomorphismus, es
muss also foa =id g gelten. Analog zeigt man ao f =id 5. Damit ist schlielich bewiesen,

dass a:G — G und f: G — G Isomorphismen sind. O

Satz 1.3 Der Colimes existiert.

Hinweis. Wenn eine Gruppe G zusammen mit einer Prisentierung (Z'| Z) gegeben ist,
dann erlauben wir uns, die Elemente von G durch Worter iiber " U %~ zu beschreiben.
Das erfolgt in der Regel stillschweigend. Um an einzelnen Stellen deutlich zu machen,

dass wir mit Elementen der Gruppe G arbeiten, schreiben wir ,=g“ anstelle von ,,=*.

Beweis. Sei A ein Diagramm von Gruppen (genau wie in Definition 1.1). Die einzelnen
Gruppen seien durch Prasentierungen beschrieben, fiir jedes i € I sei G; = (%; | %; ). Wir
konnen o.B.d. A. davon ausgehen, dass die Erzeugendenmengen %; paarweise disjunkt

sind. Nun betrachten wir die folgende Gruppe G:

6= Yo

iel

U<, {x:ﬁ;) | (i,j)EIxI,fEHij,xe%i}>
el

Das Symbol f(x) steht in dieser Préisentierung fiir ein beliebiges Wort iiber 5{; U %j_, das
das Element f(x) € G beschreibt. Man kann mit Hilfe von Tietze-Transformationen leicht

einsehen, dass G unabhingig von der speziellen Wahl dieses Wortes ist.

Nun konstruieren wir, fiir jedes i € I, einen Homomorphismus ¢; : G; — G, und zwar auf

die nahe liegende Weise: Fiir jedes Erzeugende x € &; gelte ¢;(x) :=x.

Um zu zeigen, dass sich diese Zuordnung zu einem Homomorphismus fortsetzen lasst,
geniigt es, zu beobachten, dass, salopp gesagt, die buchstabenweise berechneten Bilder

der definierenden Relationen %; stets das neutrale Element der Gruppe G ergeben, und
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anschlieBend den Satz von Dyck anzuwenden. Wir stellen also fest, dass tatséchlich fiir

jede definierende Relation x151x9%2---x, %" € R; gilt:
i) - @i(x2)2 - i ()" =g 217 a2 x, " =g 1

Zunachst iiberlegen wir uns, dass G, mit (¢; : G; — G);e1, die Vertraglichkeitsbedingung

erfillt, anschlieflend iiberpriifen wir die Universalitédtsbedingung:

* Seien (i,j) € I xI und f € H;j. Um zu zeigen, dass die Gleichung ¢; = ¢;o f erfiillt

ist, rechnen wir sie fiir ein beliebiges Erzeugendes x € &; nach:
@i (%) =g x =g f (%) =G @, (ﬁ;)) =g @jof (x)

e Seien G eine Gruppe und (@; : G; — G);cr eine Familie von Homomorphismen, die
die Vertraglichkeitsbedingung erfiillen. Ein Homomorphismus a : G — G erfiillt die

Gleichung @; = a o ; genau dann, wenn fiir jedes Erzeugende x € &; gilt:

Pi(x) = aop;(x)
—_———

a(x)

Bei der Konstruktion von « sind wir also gezwungen, die Bilder der Erzeugenden
entsprechend festzulegen: Fiir jedes Erzeugende x € |UZ; gelte, je nach dem, zu

welcher Menge &; es gehort, a(x) := @;(x).

Um zu zeigen, dass sich diese Zuordnung zu einem Homomorphismus fortsetzen
lasst, beobachten wir, dass auch in diesem Fall die Voraussetzungen des Satzes von

Dyck erfiillt sind:

- Firiel und x;51x9%2---x,%" € R; gilt:

a(x1)® - a(x2)® . .-a(x,)® =g @; (x1)°1 - @ (x2)%2 - ... - P; ()"
=G Pi (1" - x2%2 - xp ")
=G ¢i(1)
=1
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- Firr G,)) eI xI, f € H;j, x € Z; und f(x) = 2151 x2%2 ---x, %" gilt:
a(x) =g @i (x)
=g @jof ()
=6 Pj (1" -x2%2 ... 2, "")
=6 Pj(x1)-@j(x2)2 ... Pj(xp)n

=a a(x) - a(x2)® ... alxy)™"

1.2 Ein erstes Beispiel

Wir betrachten nun ein Diagramm von Gruppen, das tibersichtlich ist und sich dennoch

als ein besonderer Leckerbissen erweisen wird:
2 -3
Ay Zy<— 79— Zg
Satz 1.4 Der Colimes von A1 ist isomorph zur Gruppe SLo(Z).

Beweis. Wir wihlen zunichst Prisentierungen der einzelnen Gruppen, zum Beispiel
Zo = (ala?), Z4 = (x|x*) und Zg = (ylys), und geben anschlieBend mit deren Hilfe den
Colimes G von A; an:

G=(a,x,y|a® % % a=x% a=y*)

Den Isomorphismus p : G — SLg(Z) konstruieren wir wie folgt:

@ -1 0 ) 0 -1 ) 01
a):= , x):= , =
® 0 -1 ® 1 0 e -1 1

Um zu zeigen, dass sich diese Zuordnung zu einem Homomorphismus fortsetzen lasst,
geniigt es, nachzurechnen, dass die Gleichungen p(a)? = 1, p(x)* = 1, p(»)® = 1, p(a) = p(x)?

und p(a) = p(y)? erfiillt sind, und anschlieBend den Satz von Dyck anzuwenden.
1. Behauptung: Der Homomorphismus g : G — SLgy(Z) ist surjektiv.

Wir betrachten die folgenden beiden Matrizen:

aepwo| © 1 B %) 11
=px)= , = x) =
® 1 0 ev 01
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Um die Surjektivitit von p zu zeigen, iiberlegen wir uns, dass SL2(Z) von A und B erzeugt

wird. Hierfiir wihlen wir eine beliebige Matrix M € SLo(Z):

)

a b
c d

Wir versuchen nun, M zur Einheitsmatrix E9 € SLo(Z) umzuformen, indem wir nach und

nach Potenzen von A und B von links an M heranmultiplizieren. Unser erstes Ziel dabei

ist, M so umzuformen, dass ein Eintrag in der ersten Spalte gleich 0 ist. Nehmen wir also

an, sowohl a als auch ¢ sind von 0 verschieden.

~

Wenn |a| < |c| ist, dann ersetzen wir die Matrix M durch A - M:
a b

R RS

Somit gilt jedenfalls |a| = |c|. Durch Division mit Rest finden wir A, u € Z mit

0
1

-1
0

a b
d

-d
b

—C

4 c a

0 < |ul < |cl|, sodass a = Ac + u gilt. Wir ersetzen die Matrix M durch B~*-M:

1
0

-1
1

a b
c d

M

c C

S R Y FH

w b-Ad

d

|

/

Dieses Verfahren wiederholen wir nun so lange, bis a = 0 oder ¢ = 0 ist. Da sich die Summe

lal + |c| = 0 bei jedem Durchlauf um mindestens 1 verringert, bricht das Verfahren nach

endlich vielen Schritten ab.

~

Wenn a = 0 ist, dann ersetzen wir die Matrix M durch A - M:
a b

e[

Somit gilt jedenfalls ¢ = 0. Da, nach wie vor, M € SLa(2) ist, sind entweder

0
1

-1
0

0 b
d

-d
b

—C

0

C c

a=d =1 oder a =d = —1. Im letztgenannten Fall ersetzen wir die Matrix M

el )2

b
-1

-1
0

0
-1

-1
0

1
0

-b
1

a

M

|

b
—A2. M
d

c

o J
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Schlieflich ist M von der folgenden Form:

15
M=
01
Und es gilt tatséchlich:

S RIHE

Daraus folgt, dass sich die urspriingliche Matrix M als Produkt von Potenzen von A und

B darstellen lasst. Also wird SLg(Z) von A und B erzeugt.
2. Behauptung: Der Homomorphismus p : G — SLa(Z) ist injektiv.

Angenommen, es gibt ein nichttriviales Element g € ker(p). Wir kénnen g wie folgt durch

ein Wort iiber a, x und y sowie deren Inversen beschreiben:
g :Gar.ysl.x.ys2.x.'“.ysnfl.x.ysn
mit neN,
re{0,1},
s1,8, €1{0,1,2},
$9,83,...,8p-1 € {1,2}.
Da keines der sechs Worter, die man mit n = 1 bilden kann, ein nichttriviales Element des

Kerns von g beschreibt, konnen wir o. B.d. A. davon ausgehen, dass n = 2 ist. Aulerdem

konnen wir 0. B. d. A. davon ausgehen, dass sowohl s; als auch s, von 0 verschieden sind.

Wenn namlich s; = 0 oder s, = 0 wéaren, dann finden wir durch Konjugation von g mit

einer geeigneten Potenz von y ein nichttriviales Element g’ € ker(p), sodass gilt:
g/ :Gar,.ysrl.x.ys2 ,x,”',yan xys;L
mit ' €{0,1},
sh,sy, €{1,2}.

Gegebenenfalls konnen wir also g durch g’ ersetzen. Nun verwenden wir ein sogenanntes
»,Ping-Pong-Argument®, um die Annahme g € ker(g) zu einem Widerspruch zu fiihren.
Bekanntermafen operiert SLy(Z) auf der Menge C := C U {oo}, dabei handelt es sich um

eine Linksoperation e : SLy(Z) x C — € durch Mébiustransformationen:

a b _a-z+b
c d e a1d
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An dieser Stelle tiberlassen wir den Nachweis, dass es sich tatséchlich um eine Operation
einer Gruppe auf einer Menge handelt, dem Leser als Fingeriibung. Uns interessiert, wie

die Elemente p(a), p(x), o(y) und p(y?) operieren:

-1 0 -z
(@)ez= ez=— = p(a)eRTCR"
e 0 _1) 1 (Y
0 -1 -1 )
p(x)ez= ez =— => px)eR"CR
1 0 Z
) 01 ! (y)eR™ cR*
° = ° = = ° -
eWez=| L [*F= oy

-1 1 -z+1
9(y2)°2=( )-z= S ()RR
Daraus folgt:

e@R =p(a")-0(y) 0@ 0(y™) 0@)...-0(y°")-0(®)-0(y°") s R” =R"
Das Element p(g) operiert also nichttrivial, es kann sich daher nicht um das neutrale
Element handeln. Folglich ist g ¢ ker(p), im Widerspruch zur Annahme. ; Es folgt die
Behauptung. O

1.3 Diagramme von Gruppen der Form X — A —-Y

Wie nehmen das Beispiel zum Anlass, uns noch ein wenig allgemeiner mit Diagrammen
von Gruppen der Form X — A — Y zu beschiftigen. Um dabei eine moglichst intuitive
Notation zu verwenden, bezeichnen wir den Homomorphismus A — X mit ¢4 x und den

Homomorphismus A — Y mit ¢ay.

1.3.1 Eine vereinfachte Prasentierung des Colimes

Das folgende Lemma besagt, dass wir die Erzeugenden von A gar nicht benétigen, um

den Colimes durch eine Prisentierung zu beschreiben:

Lemma 1.5 Sei A ein Diagramm von Gruppen der Form X — A — Y. Die Gruppen seien
durch Prdasentierungen mit paarweise disjunkten Erzeugendenmengen beschrieben, seien
AZ(ANRy), X E(X | Ra ) und Y Z{Y | Ra ). Dann gilt fiir den Colimes G von A:

GE<%’@|%%,%@,{(M=(MME,¢}>
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Beweis. Mit Hilfe von Tietze-Transformationen zeigen wir:
C=(ol, X, Y| Ry, Ry, R, {0 = pax (@), a=pay @) |acst})
(oA, X, Y| Ry, Ry, {a=0ax @), a=gay @) |acst})
= (oA, %, Y | Ror, Ry, {a=9ax (@), pax (@) =pay (@) |aecst})

(X, Y| Rar, Ry, {9ax (@) = pay (@) |ae st} )

Die Tietze-Transformation von der ersten zur zweiten Zeile verdient eine Begriindung:
Wir miissen uns davon iiberzeugen, dass die definierenden Relationen 2. bereits aus
den ubrigen definierenden Relationen folgen. Sei also H die durch die Prasentierung in

der zweiten Zeile gegebene Gruppe. Dann gilt fiir jedes a15'a2%2---a,*" € Z 4:

€2,

—f ———— & — &,
ai-ag can™ =g @ax (@) cpax(@2) -...-@pax(an)

Doch in der Gruppe X gilt:
Pax@1) - pax (@) ... pax@n) " =x Pax (@) - Pax (@2)®-...-@ax (@n)™
=x pax (@11 -a2®?-...-a,")

=x pax (1)

Also folgt bereits aus definierenden Relationen %4 :

pax @) - pax (@)’ ...-pax(@n) " =g 1

1.3.2 Das freie Produkt mit Amalgam

Es wire toricht, in diesem Zusammenhang nicht auf das freie Produkt mit Amalgam, ein

wichtiges Konstruktionsprinzip, einzugehen:

Definition 1.6 (Freies Produkt mit Amalgam) Sei A ein Diagramm von Gruppen der
Form X — A —Y. Wenn die Homomorphismen @ax und @Ay injektiv sind, dann heifit der
Colimes G von A das freie Produkt von X und Y mit Amalgam A, kurz G =X %, Y.
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Oft nimmt man die Identifikationen der Elemente von A mit ihren Bildern in X und Y
vorweg und fasst A, wie die folgende Abbildung suggeriert, als gemeinsame Untergruppe

von X und Y auf:

X Y

Wir zitieren nun zwei Séitze, die wichtige Eigenschaften des freien Produkts mit Amalgam

zusammenfassen:

Satz 1.7 (Normalformensatz fir freie Produkte mit Amalgam) Sei G =X 4 Y und
seien pa 1A — G, ox : X — G und ¢y : Y — G die drei Homomorphismen der einzelnen
Gruppen in den Colimes. Aufgrund der Vertriglichkeitsbedingung setzen sie sich zu einer
wohldefinierten Abbildung @y der Menge M = X UY (mit X nY = A) in den Colimes

zusammen. Es gelten die folgenden Aussagen:
* @A, px und @y sind injektiv.

* @y ist injektiv.

o Wenn S und T vollstindige Reprdsentantensysteme der echten Rechtsnebenklassen’

von A <X und A <Y sind, dann kann jedes Element g € G auf eindeutige Weise

geschrieben werden als:

g=guUi1-ug-...-Up
mit neN,
ui € gy (A),

Ug,Us,...,Uun abwechselnd in ¢p(S) und @p(T).

Beweis. Siehe zum Beispiel [CgRR08, Satz 5.4]. O

Es sei darauf hingewiesen, dass wir bereits im Beweis von Satz 1.4, ohne das Kind beim

Namen zu nennen, mit einer solchen Normalform gearbeitet haben.

1Wir bezeichnen eine Nebenklasse dann als echt, wenn sie nicht das neutrale Element enthilt.

10
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Satz 1.8 (Standardbaum fiir freie Produkte mit Amalgam) Sei G =X %4 Y. Es gibt
einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Baum T, auf dem G mit den folgenden
Eigenschaften operiert:
e Ein Teilbaum S < T der folgenden Form ist ein Fundamentalbereich der Operation:
r——Q

v1 e v

* Fiir die Stabilisatoren der Ecken vy und ve und der Kante e gilt:

Stabg(v1) =im (¢x)

Stabg(ve) = im (@y)

Stabg(e) =im (¢4)
Beweisidee. Man kann den Baum 7' wie folgt konstruieren: Die Eckenmenge ver(T") sei
(G/im(px)) U (G/im(py)), die Kantenmenge edg(T") sei G/im(p,). Jede Kante g-im(p4)

verbinde die beiden Ecken g-im(¢x) und g-im(¢y) miteinander. Es entsteht ein Baum,

auf dem G durch Linksmultiplikation wie gewiinscht operiert.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Ser80, Chapter I, Theorem 7]. O

1.3.3 Eine geometrische Realisierung des Standardbaumes

Noch einmal betrachten wir das Beispiel A; mit dem Colimes G = Z4 *7, Zg. In diesem
Fall konnen wir den Standardbaum fiir freie Produkte mit Amalgam auch auf eine ganz
andere Weise finden. Aus dem Beweis von Satz 1.4 geht hervor, dass G, vermittelt durch
den Isomorphismus p : G — SLg(Z), auf € operiert. Wir definieren nun:

U1 :=exp (Lg)

Vg := exp (lg)

ﬁsz}

e:={exp(i-19) ’g 2

IA

Der so definierte Kreisbogen e bildet zusammen mit seinen beiden Endpunkten vy und vo
die geometrische Realisierung |S| < € eines Teilbaumes S. Man kann nun zeigen, dass die
Bahn |T|:=G «|S|cC die geometrische Realisierung eines Baumes T ist, auf dem G wie

gewunscht operiert:

11
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Im A

v

1.4 Dreiecke von Gruppen

Wir werden uns nun einer weiteren Klasse von Diagrammen von Gruppen zuwenden,
den Dreiecken von Gruppen. Sie und ihre Colimites sind der zentrale Gegenstand der

vorliegenden Arbeit.

1.4.1 Die Definition eines Dreiecks von Gruppen

Definition 1.9 (Dreieck von Gruppen) Sei A ein Diagramm von Gruppen der folgen-

0
1o\

X A Y

den Form:

Wir verwenden die im vergangenen Abschnitt eingefiihrte Notation zur Bezeichnung der
Homomorphismen weiter. Die Gruppen X, Y und Z bezeichnen wir als ,,Eckengruppen®,

die Gruppen A, B und C als ,Kantengruppen“ und die Gruppe D als ,Zweizellengruppe”.

Wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind, dann heifst A ein Dreieck von Gruppen.:

* A ist ein kommutatives Diagramm.

12
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e Alle Homomorphismen von A sind injektiv.

e In jeder Eckengruppe schneiden sich die Bilder der angrenzenden Kantengruppen
genau im Bild der Zweizellengruppe.
Das bedeutet konkret:
im(pax)Nim(¢px) =im(pax c¢pa) =im(ppx °¢pp)
im(pay)Nnim(@cy) =im(@ay °¢pa) =im(gpcy °¢pc)
im(ppz)Nim(¢cz) = im(ppz o ppp) =im(pcz o Ypc)

An dieser Stelle sollte darauf hingewiesen werden, dass manche Autoren den Begriff des

Dreiecks von Gruppen etwas weiter fassen, unsere Definiton stammt aus [Sta91].

Motivation. Im vergangenen Abschnitt haben wir A als gemeinsame Untergruppe von

X und Y aufgefasst und die Menge M =X UY (mit X nY = A) betrachtet:

()

Nun wollen wir die Anzahl der Gruppen erhéhen und auf diese Weise eine Variante des
freien Produkts mit Amalgam konstruieren. Ein Dreieck von Gruppen erlaubt es uns,
eine entsprechende Menge M = X UY U Z, bestehend aus drei Gruppen X, Y und Z, in
der alle Schnittmengen X NY =A, XnNnZ=B,YNZ=Cund XNnY NnZ =D gemeinsame
Untergruppen sind, zu bilden:

Diese Vorstellung wird uns von nun an begleiten: Insbesondere erlauben wir uns, statt

im(pax)Nim(ppx) =im(pax o@pa) =im(ppx o @pp) einfach AN B =D zu schreiben.

13
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Definition 1.10 (Eigenschaft ,nichtausgeartet®) Sei A ein Dreieck von Gruppen (ge-
nau wie in Definition 1.9). Wenn es Elemente a€ A—D, be B—D und c € C - D gibt, dann
heifst A nichtausgeartet, sonst heif3t A ausgeartet.

Hinweise.

* Wir arbeiten in den ersten drei Kapiteln dieser Arbeit nur mit nichtausgearteten
Dreiecken von Gruppen! Die ausgearteten Exemplare sind fiir uns insofern weniger
interessant, als ihre Colimites bereits die Struktur eines iterierten freien Produkts

mit Amalgam besitzen.

¢ In Definition 4.10 auf Seite 91 werden wir noch zwei weitere Ausartungsbegriffe
kennenlernen. Um keine Verwirrung zu verursachen, werden wir fiir die im Sinne
der oben gegebenen Definition nichtausgearteten Dreiecke von Gruppen ab Seite 91

ausschliefllich den Begriff ,nicht-kanten-ausgeartet® verwenden.

In Lemma 1.5 haben wir die Prisentierung des Colimes eines Diagramms von Gruppen
der Form X — A — Y bearbeitet. Das folgende Lemma macht nun eine entsprechende

Aussage fiir Dreiecke von Gruppen:

Lemma 1.11 Sei A ein Dreieck von Gruppen (genau wie in Definition 1.9). Die Gruppen

seien durch Prasentierungen mit paarweise disjunkten Erzeugendenmengen beschrieben:

X=X Ra), Y =¥ Ry), Z=(Z|Rz),

AZ(AN Ry ), BE(BI|R2), C=(C|R¢), D=(D|Rg).
Dann gilt fiir den Colimes G von A:

G=(2, 9, Z| Ror, Ry, Rz, {9ax(@) = par @ |a € 7},

{opx®) =052 ®) |be B}, {wer ©=pcz () [ce 6} )

Den Beweis tiberlassen wir dem Leser als Fingeriibung. Man verfihrt im Wesentlichen

wie beim Beweis von 1.5, muss jedoch die Kommutativitéit von A verwenden.

14
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1.4.2 Ein klassisches Beispiel

Nun stellt sich die Frage, wie weit die Eigenschaften des freien Produkts mit Amalgam
auch fiir Colimites von Dreiecken von Gruppen gelten. Dass bereits die Homomorphismen
der einzelnen Gruppen in den Colimes nicht injektiv sein miissen, belegt das folgende

klassische Beispiel:

Z=(b,c|cbc1=0b2)

X=(a,b|babl=a?)<——A=(a|l-) ——=Y =(c,a|acat=c?)

Die Homomorphismen sind durch a — a, b — b und ¢ — ¢ gegeben. Da es sich bei den
Definitionsmengen um freie Gruppen handelt, lassen sich diese Zuordnungen problemlos

zu Homomorphismen fortsetzen.

Satz 1.12 Bei diesem Beispiel, nennen wir es Ao, handelt es sich um ein nichtausgeartetes

Dreieck von Gruppen.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass die Homomorphismen ¢ 4 x und ¢px injektiv sind und
dass im(@ax)Nim(ppx) = {1} ist. Die Argumente lassen sich anschliefend auf die beiden

anderen ,Ecken“ des Dreiecks von Gruppen tibertragen.
1. Behauptung: Der Homomorphismus ¢4x : A — X ist injektiv.

Bei der Gruppe X = (a,b |bab™! =a? ) handelt es sich um eine HNN-Erweiterung der
Basis A = (a|—) mit stabilem Buchstaben b. Fiir HNN-Erweiterungen gilt grundsétzlich,
dass der natiirliche Homomorphismus der Basis in die HNN-Erweiterung injektiv ist.

Einen entsprechenden Beweis findet man zum Beispiel in [CgRR08, Satz 6.3].

15
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2. Behauptung: Der Homomorphismus ¢px : B — X ist injektiv.

Sei n € Z beliebig. Wenn " € ker (ppx) ist, dann gilt ppx (") =x b" =x 1 und somit:

b e {(babla 2 ) <A(a,b|-)
T
Da aber jedes Wort iiber a, b und deren Inversen, das ein Element von N beschreibt,
die Buchstaben b und 57! in gleicher Anzahl enthalten muss, folgt n = 0. Also besteht

ker(¢px) nur aus dem neutralen Element 5% und der Homomorphismus ¢px ist injektiv.
3. Behauptung: Es gilt im(pax)Nnim (ppx) = {1}.

Angenommen, es gibt zwei ganze Zahlen m,n € Z mit a™ =x b" #x 1. Dann kommutiert
mg, -1

a™ mit b und es gilt nicht nur a?™ =x ba™b~! sondern auch a™ =x ba . Daraus folgt

a? =x a™, = o™ =x 1, was im Widerspruch zur Annahme a™ #x 1 steht. O

Satz 1.13 Der Colimes von Ag ist isomorph zur trivialen Gruppe.

Beweis. Den Colimes G von Ag kann man wie folgt beschreiben:
G=(a,b,c|babt=a% acat=c? cbct=b?)

Diese Prisentierung erhilt man, indem man die Erzeugenden der einzelnen Gruppen
zunéchst disambiguiert und anschlieend die in Lemma 1.11 beschriebene Prisentierung
mit Hilfe von Tietze-Transformationen vereinfacht. Die Details iiberlassen wir dem Leser

als Fingerubung.

Aus den definierenden Relationen ergeben sich die folgenden Relationen:

ab l=b"1a? b2a~l =a*b?
ca”l=a"1c? a?ct=c*a?
bel=c1b2 c2b7l=p4c?

Unter Verwendung dieser Relationen sehen wir:
1=b%-¢?>-abt-belcal-c?-b72
— b2'c2~b_1a2-c_lbz-a_lcz-c_2~b_2
— b2 . C2b_1 'a20_1 . b2a—1 . b—2
— b2 . b—4c2 . c—4a2 'a_4b2 . b—2

—p2c-242

16
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Also gilt 1 =b72¢2a72, = ¢2b% = a2, und somit kommutiert ¢262 mit . Um zu sehen,
dass nicht nur ¢2b6? sondern auch ¢? mit a kommutiert, fithren wir die folgende Rechnung

durch:

=ac2a "l -ab2q7!
=ct.ab2q7!
=cta-b2a"1b72.p2

=cta-a™* b?

— ¢t 3p2

Also gilt 262 = c*a3b2, = 1=c%a73, = a® = ¢2, und somit kommutiert ¢ mit a. Der Rest
des Beweises ist vergleichsweise trivial: Da ¢ mit ¢ kommutiert, wissen wir, dass nicht

nur ¢ = aca! 2

sondern auch ¢? = ac?a™! gilt. Daraus folgt ¢* = ¢2, > aca 1 =2 =1,
= ¢ = 1. Wenn aber ¢ =1 ist, dann gilt b2=cbc1=b,=>b=1,und, wenn b =1 ist, dann

gilt auch a? = bab! =a, = a = 1. Es folgt die Behauptung. O

Im Jahr 1991 haben Stallings und Gersten, siehe [Sta91], einen Kriimmungsbegriff fiir
Dreiecke von Gruppen eingefiihrt. Etwas ,harmloser® als die sphérischen Dreiecke von
Gruppen, zu denen auch Ag gehoért, sind die nichtsphérischen Dreiecke von Gruppen. In

den folgenden Kapiteln der Arbeit werden wir diese genauer untersuchen.

17
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KAPITEL 2

Realisierbarkeit

2.1 Der Gersten-Stallings-Winkel

2.1.1 Die Definition des Gersten-Stallings-Winkels

Definition 2.1 (Gersten-Stallings-Winkel) Sei G eine Gruppe und seien A < G und
B < G Untergruppen. Auflerdem sei D < AnB < (G eine Untergruppe. Die kleinste natiirliche
Zahl n €N, fiir die es Elemente ui,us,...,u, € G gibt, die abwechselnd in A —D und B—D
enthalten sind und deren Produkt u{-us-...-u, =g 1 ist, bezeichnen wir mit ng(A,B;D).
Fiir den Fall, dass es kein geeignetes n € N gibt, setzen wir ng(A,B;D) :=co. Nun kiénnen
wir den Gersten-Stallings-Winkel wie folgt definieren:

2n

ABD)y:=——
<g(A,B;D) no(A.B.D)

Lemma 2.2 Es gilt grundsdtzlich:
ng(A,B;D)e 2-NuU{oo}

Beweis. Den Fall ng(A,B;D) = 1 konnen wir ausschlieBen, da es offensichtlich weder
ein u1 € A—D noch ein u1 € B—D mit u1 =g 1 gibt. Dass ng(A,B;D) auch keine andere

ungerade natiirliche Zahl sein kann, ergibt sich aus der folgenden Uberlegung:

Wenn es eine ungerade natiirliche Zahl n = 3 und Elemente uq,uq,...,u, € G gibt, die

abwechselnd in A —D und B — D enthalten sind und deren Produkt wi-ug-...-u, =g 1ist,
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dannist auch u, -uqi-ug-...-u,—1 =g 1. Da n ungerade ist, sind u, und u entweder beide
in A — D oder beide in B — D enthalten.

Wir setzen o. B.d. A. voraus, dass u, und u; beide in A — D enthalten sind. Je nach dem,
obu,-ui€A-D oder u,-ui €D ist, konnen wir entweder die ersten beiden Faktoren des
Produkts u,-u1-ug-...-u,_1 zu einem gemeinsamen Faktor in A — D oder sogar die ersten
drei Faktoren des Produkts u, -uj-ug-...-u,—1 zu einem gemeinsamen Faktor in B —D
zusammenfassen, und somit stets ein geeignetes Produkt mit weniger als n Faktoren

konstruieren. |

Typischerweise handelt es sich bei der Untergruppe D um die gesamte Schnittmenge
ANB. Wenn es aber ein Element u € (A nB)—D gibt, dann gilt auch ™! € (AnB)-D. Wir
kénnen also u;:=u€A—-D und us:=u"' € B—D wihlen, > u;-us =g u-u"! =g 1. Also
ist ng(A,B;D) < 2. Mit Lemma 2.2 folgt schlieBlich nq(A,B;D)=2.

Wenn umgekehrt ng(A,B;D) = 2 ist, dann gibt es zwei Elemente ui,us € G, 0. B.d. A.
u1€A-Dundug € B—D, mit u1-us =g 1. Daug e B—D ist, ist auch u; =u;' € B—D. Es

gibt also ein Element u :=u1 € (A-D)n(B -D)=(AnB)—D. Wir haben damit bewiesen:
Lemma 2.3 Genau dann ist ng(A,B;D) =2, wenn es ein u € (AnB)—D gibt.
Der Gersten-Stallings-Winkel ist im Allgemeinen schwer zu berechnen. Wir werden dies

an einem Warnbeispiel von Stallings illustrieren, siehe [Sta91]:

Beispiel. Seien m e N und G :={a,b|(ab)™b = 1). Wir betrachten nun die Untergruppen
A:={a)<G,B:=(b)<Gund D :={1} <= AnB < @G. Zunichst kéonnte man vermuten, dass
der Winkel <g(A,B;D) = % ist, was letztendlich aber nur fiir m = 1 zutrifft.

Behauptung: Fur alle m eNist ng(A,B;D)=2, > <g(A,B;D) = .

Es gilt (ab)"b =¢ 1, = b(ab)™ =g 1. Also gilt auch abb =g (ab)"""V = bab, = ab =¢ ba.

Die Gruppe G ist also abelsch und es ergibt sich aus der definierenden Relation:

Wir wissen somit, dass a™ =g b~ € AnB ist. Um einzusehen, dass a” ¢ D ist, wenden

wir den Freiheitssatz von Magnus! an:

1Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass Magnus diesen Satz im Jahr 1931 im Rahmen seiner

Dissertation an der Goethe-Universitit Frankfurt bewiesen hat.
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Satz 2.4 (Freiheitssatz) Sei G = (x1,x92,...|r = 1), wobei r ein zyklisch reduziertes Wort
tiber x1,x9,... und deren Inversen ist. B entstehe aus {x1,x9,...} durch Weglassen eines
einzigen Erzeugenden, das oder dessen Inverses in r vorkommt. Dann ist F = (B) <G eine

freie Untergruppe mit Basis B.

Beweis. Siehe zum Beispiel [CgRR08, Satz 7.1]. [l

Insbesondere gilt in unserem Fall, dass (a) <G eine freie Untergruppe mit Basis {a} ist,

=>a™ #g 1, > a™ ¢ D. Mit Lemma 2.3 folgt schlieBlich die Behauptung.

2.1.2 Die Kriimmung von Dreiecken von Gruppen

Definition 2.5 (Winkelsumme eines Dreiecks von Gruppen) Sei A ein Dreieck von

Gruppen (genau wie in Definition 1.9). Die Winkelsumme von A ist definiert als:
2(A):=<x(A,B;D)+<y(A,C;D)+<z(B,C;D)

Lemma 2.6 Sei A ein Dreieck von Gruppen (genau wie in Definition 1.9). Jeder der drei
Winkel <x(A,B;D), <y(A,C;D) und <z(B,C;D) betrdagt hochstens 3.

Beweis. Wir schitzen zunichst den Winkel <(x(A,B;D) nach oben ab. Nach Lemma 2.2
ist nx(A,B;D) € 2-NuU{oo}. Da in einem Dreieck von Gruppen nach Definition AnB =D
gilt, es also kein u € (A UB)— D gibt, konnen wir Lemma 2.3 anwenden und zeigen, dass
nx(A,B;D) # 2 und somit nx(A,B;D) =4 ist. Es folgt:

2 2 b4

<x(A,B;D)=

J N
nx(A,B;D) 4 2
Entsprechend konnen wir die Winkel <ty (A,C;D) und <z(B,C;D) unter Verwendung der

beiden Lemmata 2.2 und 2.3 nach oben abschéatzen. O

Definition 2.7 (Kriimmung eines Dreiecks von Gruppen) Je nach dem, ob Z(A) <,
Z(A) = m oder Z(A) > 7 ist, sprechen wir von einem hyperbolischen, einem euklidischen oder

einem sphdrischen Dreieck von Gruppen.

Die Kriimmung eines Dreiecks von Gruppen ist also eine Information, die man berechnen
kann, indem man jede der drei Eckengruppen einzeln untersucht und die Winkel addiert.

Kommen wir noch einmal auf das Beispiel Ag zuriick:

Satz 2.8 Bei Ay handelt es sich um ein sphdarisches Dreieck von Gruppen.
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Beweis. Aus Symmetriegriinden gilt:

Wie wir im Beweis von Satz 1.12 gesehen haben, sind be B—-D,ac A-D,b"'eB-D
und a2 € A - D. Da aber bab a2 =g 1 ist, wissen wir zumindest, dass ng(4,B;D) <4,
= <x(A,B;D)=Z ist.

PE
Nach Lemma 2.6 ist jedoch <x(A,B;D) < 7, folglich gilt die Gleichheit. Bei Ag handelt
sich also um ein sphérisches Dreieck von Gruppen mit X(A) = %” |

2.2 Der Einbettungssatz fiir die Eckengruppen

Wir haben gesehen, dass im Fall von Ag nicht einmal die Homomorphismen der einzelnen
Gruppen in den Colimes injektiv sind. Das folgende Resultat besagt jedoch, dass dieses

Phéinomen nur bei sphérischen Dreiecken von Gruppen auftreten kann:

Satz 2.9 (Gersten und Stallings, 1991) Sei A ein nichtsphdrisches (d. h. hyperbolisches
oder euklidisches) Dreieck von Gruppen mit Colimes G (genau wie in Definition 1.9). Dann
sind die Homomorphismen ¢x : X — G, ¢y : Y — G und @z : Z — G der Eckengruppen in

den Colimes injektiv.

Beweis. Der urspriingliche Beweis dieses Satzes, den man in [Sta91] findet, untersucht
Homotopien von Wegen im klassifizierenden Raum des Colimes. Wir werden den Beweis
in einer eher kombinatorischen Sprache prasentieren und, vergleichsweise elementar, mit

van-Kampen-Diagrammen arbeiten.

Wie in Lemma 1.11 seien die einzelnen Gruppen durch Pridsentierungen mit paarweise

disjunkten Erzeugendenmengen beschrieben:

X=X Ra), Y =¥ Ry), Z=(Z|Rz),

AL Ry ), BE(BIR5), C=(C| %), D=(D|%).

Wir kénnen o. B. d. A. voraussetzen, dass die Erzeugendenmengen &', % und Z nichtleer
sind. Sollte ndmlich eine der drei Mengen leer sein, so erzeugt sie die triviale Gruppe, die

wir aber nicht nur mit (—|—) sondern z. B. auch mit (x|x) prisentieren konnen.
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Es gilt fiir den Colimes G von A:
G2 (2, %, 2| Rar, Ry, Rz, {92x@ = pay @) |a e},
{0Bx ()= 957 (5) |b € B}, {por (©) = pcz(©) | ce €} )

Um uns die Arbeit zu erleichtern, fiigen wir noch weitere definierende Relationen hinzu,

die sich jedoch alle aus den urspriinglichen definierenden Relationen ergeben:

G=AX, Y, Z| R, Ry, Rz, Ry, Ry 7, Ry 7 )

mit Roeay = {w1:w2|a€A,w1€(%+U%_)*:w1 =xa,
we€ (FTuW ) i wy=ya}

Rz :={wi=ws|beB,wi e (XTUZ™) 1w1=xb,
we€(ZYUZ) 1 wa=zb}
,@@/Hg::{w1:w2|c€C,w1€(@/+U@/_)*:wlzyc,
wee(ZTUZ) i we=zc}

Man beachte, dass in dieser Priasentierung nicht mehr nur die Erzeugenden sondern alle
Elemente der Kantengruppen definierende Relationen liefern. Dabei werden jeweils alle

Paare von geeigneten Wortern identifiziert.

Wir iiberpriifen zunéchst, dass es sich bei den hinzugefiigten definierenden Relationen

nur um Folgerelationen der urspriinglichen definierenden Relationen handelt.

Sei also (w1 =wg) € @gp_,@ und sei @ € A mit w; =x @ und wy =y a.? Da a € A ist, gibt es

ai,as,...,an, €9/ und €1,€9,...,6, €{—1,1} mit a =4 a1 -a9%%-...-a,". Es gilt einerseits:
w1=xa=xa1" a2 ...-a," =x pax @1) - Pax @) ... pax@n)"
andererseits:
wa =y a =y a1 -as®-...-a," =y ay @1) - @ay @2) " -...-Qay @n) "

Die Gleichheit der beiden rechten Terme ergibt sich unmittelbar aus den urspriinglichen

definierenden Relationen {m = m | aed } Bei (w1 = w9) € ooy handelt es

2Wie auf Seite 13 beschrieben, fassen wir die Kantengruppe A als gemeinsame Untergruppe der beiden
Eckengruppen X und Y auf. Dies erlaubt uns, anstelle von w; =x ¢ x(a) und wo =y @y(a) einfach

w1 =x @ und wg =y a zu schreiben.
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Kapitel 2 Realisierbarkeit

sich also um eine Folgerelation aus den urspriinglichen definierenden Relationen %4

und Ry sowie {pax (@) =@pay (@) | a € «#}. Analoges gilt fir oz und Ry 7.

Um nachher jede definierende Relation in Abhéingigkeit davon, welche Erzeugenden sie
enthilt, genau einem der sechs Typen von definierenden Relationen zuordnen zu kénnen,
nehmen wir eine letzte Schonheitskorrektur an der Priasentierung vor und entfernen aus
@%H@, Q??gp_, ~ und @@H 7 diejenigen definierenden Relationen, bei denen mindestens

eines der beiden identifizierten Worter das leere Wort e ist. Wir erhalten schlief3lich:

G=AX, Y, Z| Ry, Ry, Rz, Ry -, Ry 7, Ry~ 7 )

mit Ro—g ={wi=wslacA wie(XTuX ) ~{e}: w1 =xa,
wo € (FTu ) —{e}: wa=ya}

Rz ={w1=wz|beB, w1 (X VL") —{e}: w1 =x b,
wy€(ZTUZ) —{e}: wa=zb}

Ry 7= {w1=wz|ceC,wi € (F u¥) —fe}: w1 =yec,
wy€(ZTUZ) —{e}: wa=zc}

Auch dieses Mal tiberpriifen wir, dass es sich bei den entfernten definierenden Relationen

nur um Folgerelationen aus den verbliebenen definierenden Relationen handelt.

Sei also (wlze)€@%H@ und sei ¢ € A mit w; =x a und e =y a. Es gilt:
a=ye=>a=yl :>a:A1 >a=x1=>wi=x1

Bei der Relation (w1 = e) € Z9 .o handelt es sich also um eine Folgerelation aus den

verbliebenen definierenden Relationen 24 . Analoges gilt fiir die tibrigen Félle.

Kommen wir nun, nach diesen Vorbereitungen, zum eigentlichen Beweis des Satzes: Aus
Symmetriegriinden gentigt es, zu zeigen, dass der Homomorphismus ¢x : X — G injektiv
ist. Sei x € ker(¢x) beliebig und sei w, ein Wort iiber Z* UZ ™~ mit w, =x x. Es gilt also
ex(x) =g 1, = px(wy) =g 1, > wy =g 1. Um die Injektivitat von ¢x : X — G zu zeigen,
tiberzeugen wir uns davon, dass wir die Gleichung w, =g 1 sogar allein unter Verwendung
der definierenden Relationen £ 4 herleiten konnen. Gelingt uns das, so gilt offensichtlich

auchw, =x 1, >x=x 1, = ker(px) ={1}.

Fur w, gibt es jedenfalls ein van-Kampen-Diagramm K beziiglich unserer erweiterten

Prasentierung von G:
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Das bedeutet konkret: Bei K handelt es sich um einen endlichen, zusammenhingenden,
planaren Graphen zusammen mit einer fest gewidhlten geometrischen Realisierung in der
euklidischen Ebene. Die Kanten von K sind orientiert und jeweils mit einem Erzeugenden
aus X, % oder Z beschriftet.

Entlang eines jeden Kantenweges konnen wir also ein Wort ablesen, indem wir fiir jede
einzelne Kante, die wir durchlaufen, das entsprechende Erzeugende oder dessen Inverses
notieren, und zwar je nach dem, ob wir die Kante mit oder entgegen ihrer Orientierung
durchlaufen. Im folgenden Beispiel kénnen wir das Wort xy 1zxz~1 ablesen:

Kantenweg y

—
v - - = ~
x y z x z

Betrachten wir eine Zusammenhangskomponente von E2 — K, so konnen wir insbesondere

entlang ihres Randweges ein Wort ablesen:

Randweg y
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Ein solcher Randweg ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt, sondern hangt davon ab, an
welcher Ecke wir starten und mit welcher Orientierung wir den Rand durchlaufen. Wir
missen an dieser Stelle also etwas préaziser sein: Wir konnen entlang eines jeden ihrer

Randwege ein Wort, d. h. ein ,Randwort®, ablesen.

Unter den Randwortern einer jeden beschriankten Zusammenhangskomponente befindet
sich stets eine definierende Relation. Aus diesem Grund bezeichnen wir die beschrinkten

Zusammenhangskomponenten als ,Relatorzellen®.

Unter den Randwortern der unbeschriankten Zusammenhangskomponente befindet sich
das Wort w,. Auch hier pflegen wir eine Sprechweise: Den Rand der unbeschrinkten
Zusammenhangskomponente bezeichnen wir als ,Rand von K“ und die Randworter der

unbeschriankten Zusammenhangskomponente als ,Randwoérter von K“.

Ausgehend vom van-Kampen-Diagramm K konstruieren wir einen endlichen, planaren
Graphen I' =T'(K) zusammen mit einer fest gewahlten geometrischen Realisierung in der

euklidischen Ebene.

Die Eckenmenge von I ist eine Teilmenge der Eckenmenge von K, eine K-Ecke ist genau
dann eine I'-Ecke, wenn es zwei K-Kanten gibt, die beide mit der K-Ecke inzidieren aber

mit Elementen aus verschiedenen Erzeugendenmengen beschriftet sind:

keine I'-Ecke: I'-Ecke:

Jeweils mit einem xeX
Erzeugenden aus & yew
beschriftet! zeZ

Die Definition der Kantenmenge von I ist etwas aufwéindiger: Wenn eine Relatorzelle R
eine definierende Relation vom Typ Zg o, X9 .7 oder Za .7 als Randwort hat, dann
gibt es zwei nicht notwendigerweise verschiedene K-Ecken auf dem Rand von R, an denen

beim Ablesen des Randwortes ein Wechsel der Erzeugendenmenge stattfindet.

Diese beiden K-Ecken, die natiirlich auch I'-Ecken sind, verbinden wir nun durch eine

Jordankurve miteinander, die, abgesehen von ihren beiden Endpunkten, vollstandig in
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der Relatorzelle R verlduft und selbige so in zwei Gebiete R1 und Ry zerschneidet, dass
alle K-Kanten im Rand von R; mit Elementen der einen Erzeugendenmenge und alle
K-Kanten im Rand von Rg mit Elementen der anderen Erzeugendenmenge beschriftet
sind.

Jeweils mit einem

Erzeugenden aus &
beschriftet!

L (
Jeweils mit einem k

Erzeugenden aus %
beschriftet! Ry T

Hier fallen die beiden

Endpunkte zusammen!

So verfahren wir fiir jede Relatorzelle, die eine definierende Relation vom Typ Zg —a,
Ry .7 oder Zg .z als Randwort hat. Die dabei gewidhlten Jordankurven realisieren

schliellich die Kantenmenge von I'.

Nachdem wir den Graphen I" definiert haben, firben wir das van-Kampen-Diagramm K
und die Relatorzellen. Fiir jede der drei Erzeugendenmengen wihlen wir eine Farbe: Fir
& die Farbe Rot, fiir % die Farbe Griin und fiir Z die Farbe Blau. Den Graphen I firben

wir schwarz.

Jede K-Kante firben wir mit der Farbe der Erzeugendenmenge, aus der das Element
stammt, mit dem die K-Kante beschriftet ist. Jede K-Ecke, die nicht zugleich eine I'-Ecke
ist, inzidiert nur mit K-Kanten einer einzigen Farbe. Mit ebendieser Farbe fiarben wir

auch die K-Ecke selbst.

Jede Relatorzelle, die eine definierende Relation vom Typ Z 4, Zg oder Z > als Randwort

hat, enthilt in ihrem Rand nur K-Kanten einer einzigen Farbe. Wir farben die gesamte
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Relatorzelle mit der Farbe der K-Kanten, die sie in ihrem Rand enthilt. Jede Relatorzelle,
die eine definierende Relation vom Typ o o, Za .7 oder Za .z als Randwort hat,
wird von einer Jordankurve in zwei Gebiete R1 und Rg zerschnitten, von denen jedes in
seinem Rand nur K-Kanten einer einzigen Farbe enthilt. Wir farben jedes der beiden

Gebiete mit der Farbe der K-Kanten, die es in seinem Rand enthalt.

Wir erhalten schliefllich ein wie in der folgenden Abbildung eingefirbtes van-Kampen-

Diagramm K:

Die beschrinkten Zusammenhangskomponenten von E? — T' bezeichnen wir als ,Inseln®,
die unbeschriankte Zusammenhangskomponente als ,Meer“. Inseln werden der zentrale

Gegenstand der folgenden Uberlegungen sein.
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Behauptung: Jede Insel ist einfarbig.

Da wir das van-Kampen-Diagramm K und alle Relatorzellen eingefarbt haben, zerfallt
jede Insel in eine rote, eine griine und eine blaue Teilmenge. Wie man sich leicht iiberlegt,
ist jede dieser drei Teilmengen offen. Da eine Insel aber zusammenhéngend und nichtleer
ist, folgt, dass genau eine dieser drei Teilmengen nichtleer ist. Sie bestimmt die Farbe der

Insel. O

Wir beschrinken uns zunéchst auf einfach zusammenhéingende Inseln, betrachten z. B.
eine grine einfach zusammenhéngende Insel I. Jeder Randweg von I besteht aus einer

Folge von I'-Kanten, die durch griin-rote und griin-blaue Relatorzellen verlaufen.

Wenn wir entlang eines solchen Randweges einen Ubergang von einer griin-roten zu einer
griin-blauen oder von einer griin-blauen zu einer griin-roten Relatorzelle vorfinden, dann
sprechen wir von einem Farbwechsel. Das gilt aulerdem fiir den moglichen Farbwechsel
von der letzten zur ersten I'-Kante, sodass die Anzahl der Farbwechsel unabhingig von

der speziellen Wahl des Randweges ist. Wir bezeichnen sie von nun an mit y(I).

kein Farbwechsel

Farbwechsel

In diesem Beispiel gilt:
x(I)=6

Bleiben wir noch einen Moment bei unserer Insel I. Wenn y(I) = ny(A,C;D) ist, dann hat
sie gentigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf. Wenn jedoch y(I) < ny(A,C;D) ist, dann
nicht. Wir werden gleich zeigen, dass wir das van-Kampen-Diagramm K in diesem Fall

so verandern konnen, dass sich die Anzahl der Inseln verringert.
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Beweisstrategie. Unsere Begriffe und Argumente lassen sich natiirlich auch auf rote
und blaue einfach zusammenhéngende Inseln iibertragen, sodass wir die angesprochene
Veranderung des van-Kampen-Diagramms K fiir jede einfach zusammenhingende Insel,
die nicht geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat, durchfithren konnen. Da sich
die Anzahl der Inseln aber nicht beliebig oft verringern kann, erhalten wir nach endlich
vielen Schritten ein van-Kampen-Diagramm K, in dem jede einfach zusammenhingende

Insel geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat.

Nehmen wir also an, es sei y(I) <ny(A,C;D).

Fall 1: y(I)=0

Wenn y(I) = 0 ist, dann hat I keinen einzigen Farbwechsel in seinem Randverlauf und
jeder Randweg verlauft entweder nur durch griin-rote oder, wie im folgenden Beispiel,

nur durch grin-blaue Relatorzellen:

Wahlen wir also einen beliebigen Randweg y. Jede einzelne I'-Kante von y konnen wir
durch den griinen oder den blauen K-Kantenweg ersetzen, den wir erhalten, wenn wir
nicht durch die Relatorzelle hindurchlaufen, sondern den entsprechenden griinen oder

blauen K-Kanten im Rand der Relatorzelle folgen:
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Entlang des K-Kantenweges, den wir erhalten, wenn wir jede einzelne I'-Kante durch den
entsprechenden griinen K-Kantenweg ersetzen, konnen wir das Wort in(y) ablesen. Wenn
wir jede einzelne I'-Kante durch den entsprechenden blauen K-Kantenweg ersetzen, das

Wort out(y).

Bemerkung. Auch, wenn y ein beliebiger Kantenweg im Rand einer beliebigen Insel I

ist, definieren wir in(y) = in(y,I) und out(y) = out(y,I), und zwar wie folgt:

Mit in(y) bezeichnen wir das Wort, das wir entlang des entsprechenden K-Kantenweges
in der Farbe der Insel I ablesen konnen, und mit out(y) das Wort, das wir entlang des

entsprechenden K-Kantenweges in den beiden anderen Farben ablesen konnen.

Da y in unserem Beispiel nur durch griin-blaue Relatorzellen verlduft, gibt es nicht nur
fiir jede einzelne I'-Kante von y sondern auch fiir den gesamten I'-Kantenweg y ein c € C

mit in(y) =y ¢ und out(y) =z c.

Der Teilgraph von K, der aus allen K-Ecken und K-Kanten besteht, die im Abschluss der
Insel I enthalten sind, ist, wenn man von der méglichen Identifikation einzelner Ecken
auf dem Rand von I absieht, ein van-Kampen-Diagramm fiir in(y). Da aber jede Kante
dieses Diagramms mit einem Element aus % beschriftet ist und jede Relatorzelle eine

definierende Relation vom Typ %24 als Randwort hat, folgt, dass in(y) =y 1 ist. Also gilt:
c=yl=>c=cl=>c=z1= out(y)=z1

Wir konnen also alle K-Ecken und K-Kanten, die in der Insel I enthalten sind, entfernen
und in die so entstandene beschrinkte Zusammenhangskomponente von E2 — K ein van-
Kampen-Diagramm fiir out(y) einkleben, wobei jede Kante des eingeklebten Diagramms
mit einem Element aus Z beschriftet ist und jede Relatorzelle eine definierende Relation

vom Typ £ als Randwort hat.
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Nach dieser Veridnderung des van-Kampen-Diagramms K und der damit verbundenen
Verianderung des Graphen I sowie der Fiarbung der euklidischen Ebene E? hat sich die

Anzahl der Inseln verringert. Damit ist der erste Fall abgeschlossen.

Fall 2: y(I)>0

Wenn y(I) > 0 ist, dann wihlen wir einen Randweg y so, dass zwischen der letzten und der
ersten I'-Kante ein Farbwechsel stattfindet. Folgen wir dem Randweg von Farbwechsel
zu Farbwechsel, so erhalten wir eine Folge y1,y2,...,Yy1) von Teilwegen, von denen jeder

einzelne entweder nur durch griin-rote oder nur durch griin-blaue Relatorzellen verlauft:

Kantenweg y;
(siehe unten)

In diesem Fall gibt es also u1,us,...,u (), die abwechselnd in A und C enthalten sind,
sodass, fiir jedes i € {1,2,...,x(I)}, in(y;) =y u; gilt, = in(y) =y u1-ug-... - uyr. Genau
wie im ersten Fall konnen wir einsehen, dass in(y) =y 1, = u1-ug-... - uyq) =y 1, ist. Da
aber y(I) < ny(A,C;D) ist, muss es mindestens ein i € {1,2,..., ()} geben, sodass u; in D

enthalten ist.

Sei also i € {1,2,...,y(I)} mit u; € D. Entlang des zu u; gehorenden Teilweges y; 16sen
wir die Insel I von ihrem Rand, ziehen sie, wie in der folgenden Abbildung angedeutet,
zusammen und fiigen auf dem Rand der zusammengezogenen Insel I, wo es notig ist,

neue K-Ecken ein:
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neue K-Ecke

Die in unserem Beispiel griin-roten Relatorzellen, durch die y; urspriinglich verlief, sind
nun zu einer beschrinkten Zusammenhangskomponente von E2 — K, nennen wir sie R,
verbunden, entlang deren Rand wir auf der einen Seite in(y;) und auf der anderen Seite

out(y;) ablesen konnen:

Wir wissen bereits, dass in(y;) =y ©; und out(y;) =x u; gilt. Dau; e D =X nY nZ ist, gibt

es aber auch ein nichtleeres Wort w iiber Z* UZ ™ mit w =z u;.

Wir wihlen eine Jordankurve, die, abgesehen von ihren beiden Endpunkten, vollstandig
in der Zusammenhangskomponente R verlauft und die K-Ecke vy, an der y; urspriinglich

begann, mit der K-Ecke vg, an der y; urspriinglich endete, verbindet.

An |w|—-1 verschiedenen Punkten im Inneren der Jordankurve fiigen wir jeweils eine neue
K-Ecke ein. Die Abschnitte der Jordankurve, die zwischen zwei K-Ecken liegen, werden
zu neuen K-Kanten, die so orientiert und beschriftet werden, dass wir entlang des neuen

K-Kantenweges von v; nach vg das Wort w ablesen konnen.
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Die zwischenzeitlich entstandene Zusammenhangskomponente R wird auf diese Weise in
zwei Zusammenhangskomponenten zerschnitten: Die eine ist eine Relatorzelle mit einem

Randwort in Z4 .. 7, die andere eine Relatorzelle mit einem Randwort in Zg . ».

Wenn wir nun den Graphen I' und die Firbung der euklidischen Ebene E? entsprechend
ergianzen und die unwesentlich deformierte Insel I betrachten, dann erkennen wir, dass
sich y(I) zwar um 2 verringert hat, die Anzahl der Inseln sich jedoch um 1 erhéht hat. Die

neu entstandene blaue Insel bezeichnen wir mit /:

Insel J

Wir miissen also noch ein wenig weiterarbeiten und unterscheiden zwei Fille:

Fall 2.1: Wenn mittlerweile y(I) = 0 ist, dann entfernen wir die Insel I so, wie es in Fall 1
beschrieben ist. Insbesondere wird dabei auch die Insel J entweder mit mindestens einer
urspriinglich bestehenden blauen Insel oder, was in der allgemeinen Situation durchaus
moglich sein wird, mit dem Meer verbunden. Jedenfalls gilt, dass sich die Anzahl der

Inseln insgesamt verringert.

Fall 2.2: Wenn aber nach wie vor y(I) > 0 ist, dann wahlen wir einen Randweg y so, dass
zwischen der letzten und der ersten I'-Kante ein Farbwechsel stattfindet. Wir bezeichnen
die I'-Kante, die zwischen der Insel I und der Insel J verlduft, mit e und den Teilweg von
Y, der die I'-Kante e und ihre beiden Nachbarkanten enthilt, mit ¥. Nach Konstruktion
verlaufen alle drei [-Kanten von ¥ durch griin-blaue Relatorzellen. Wie oben 16sen wir die
Insel I entlang des Teilweges 7 von ihrem Rand, ziehen sie zusammen und fiigen auf dem

Rand der zusammengezogenen Insel I, wo nétig, neue K-Ecken ein. Die drei griin-blauen
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Relatorzellen, durch die ¥ urspriinglich verlief, sind nun zu einer einzigen Relatorzelle

mit einem Randwort in Z4 ..  verbunden:

Wir erginzen den Graphen I' und die Fiarbung der euklidischen Ebene E? entsprechend.
Die Insel J wird dabei entweder mit mindestens einer urspriinglich bestehenden blauen
Insel oder mit dem Meer verbunden. Jedenfalls gilt, dass sich y(I) nach wie vor um 2

verringert und sich die Anzahl der Inseln insgesamt zumindest nicht mehr erhéht:

Bemerkung. Die beschriebenen Veridnderungen des van-Kampen-Diagramms K haben

den Rand von K nicht veréandert. Folglich ist w, nach wie vor ein Randwort von K.
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Damit ist auch der zweite Fall abgeschlossen, denn wir kénnen die beschriebene Prozedur
wiederholt auf I anwenden: Nach endlich vielen Schritten ist y(I) = 0 und die Anzahl der

Inseln verringert sich. Erinnern wir uns nun an die Beweisstrategie!

Beweisstrategie. Unsere Begriffe und Argumente lassen sich natiirlich auch auf rote
und blaue einfach zusammenhéingende Inseln iibertragen, sodass wir die angesprochene
Verdnderung des van-Kampen-Diagramms K fiir jede einfach zusammenhéngende Insel,
die nicht geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat, durchfithren konnen. Da sich
die Anzahl der Inseln aber nicht beliebig oft verringern kann, erhalten wir nach endlich
vielen Schritten ein van-Kampen-Diagramm K, in dem jede einfach zusammenhéngende

Insel geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat.

Wir konnen also 0. B. d. A. voraussetzen, dass jede einfach zusammenhéngende rote Insel
mindestens nx(A,B;D) Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat, jede griine mindestens
ny(A,C;D), jede blaue mindestens nz(B,C;D). Der Rest des Beweises ist vergleichsweise

trivial: Wir zeigen, dass I" unter diesen Voraussetzungen der leere Graph ist.

Nehmen wir also an, I sei nicht der leere Graph. Auf den Zusammenhangskomponenten
von I' definieren wir eine partielle Ordnung: Es gilt A < B genau dann, wenn A = B ist
oder wenn A in einer beschrinkten Zusammenhangskomponente von E2 — B enthalten
ist. Da I ein endlicher Graph ist, gibt es ein minimales Element I'g. Dieses Element hat
die Eigenschaft, dass jede beschrinkte Zusammenhangskomponente von E2—Tg, d. h. jede
,Lo-Insel, eine einfach zusammenhéingende Insel ist und somit geniigend Farbwechsel in

ihrem Randverlauf hat.

Auf die I'g-Ecken verteilen wir Gewichte, die in unserem Fall auch negativ sein konnen.
Zunichst erhilt jede I'g-Ecke das Gewicht 27. Dann verteilen wir fiir jede I'g-Kante das
Gewicht —27 zu gleichen Teilen auf die I'y-Ecken, mit denen sie inzidiert. SchlieB3lich
verteilen wir fiir jede I'g-Insel I das Gewicht 27, und zwar ebenfalls zu gleichen Teilen:
Fiir jeden der y(I) Farbwechsel in ihrem Randverlauf verteilen wir das Gewicht % auf

die I'p-Ecke, an der der Farbwechsel stattfindet.

Da I'g ein nichtleerer, endlicher, zusammenhingender, planarer Graph ist, konnen wir die

Eulerformel anwenden, um das Gesamtgewicht aller I'g-Ecken zu berechnen:

Gesamtgewicht (I'g) = 27 - |I'g-Ecken | — 27 - |'g-Kanten | + 27 - | I'g-Inseln| = 27
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Voriiberlegung. Nun wissen wir, dass jede I'g-Insel I geniigend Farbwechsel in ihrem
Randverlauf hat. Je nach dem, ob es sich bei I um eine rote, eine griine oder eine blaue

Insel handelt, kénnen wir % also wie folgt abschétzen:

. . 21 27
Wenn I eine rote Insel ist: D < nxA.B.D) =<x(A,B;D)
Wenn [ eine griine Insel ist: 27 < 27 =<1y(4,C;D)
xI)  ny(A,C;D)
. ) 21 27
Wenn [ eine blaue Insel ist: =<z(B,C;D)

1) = 72(B,C;D)

Abschiitzung des Gesamtgewichts. Nach Konstruktion enthilt I', und folglich auch
I'g, keine Ecken von Valenz 0 oder 1. An einer Ecke v von Valenz & = 2 finden keine

Farbwechsel statt, es gilt in diesem Fall also:

Gewicht V)=2n—-k-n=Q2—-k)-n=0

Da A ein nichtsphéarisches Dreieck von Gruppen ist, gilt fir jede Ecke v von Valenz & = 3:

Gewicht (v) <27 -k -n+fIX(A,B;D)+ <y(A,C;D)+<z(B,C;D)<(3-Fk)-m=0

<n
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Das Lemma 2.6 besagt nun, dass jeder der drei Winkel hochstens  betragt. Also gilt fiir

jede Ecke v von Valenz k = 4:
. b4 b/
Gew1cht(v)52n—k-n+k-§:(4_k).550

Es folgt, dass jede I'g-Ecke nichtpositives Gewicht hat. Also kann auch das Gesamtgewicht

aller I'g-Ecken nicht positiv sein. 4

Wir haben die Annahme, I' sei nicht der leere Graph, zu einem Widerspruch gefiihrt.
Folglich muss I der leere Graph sein. Das van-Kampen-Diagramm K ist also vollstandig
rot gefarbt: Jede Kante ist mit einem Element aus & beschriftet und jede Relatorzelle

hat eine definierende Relation vom Typ £4 als Randwort. Es gilt also w, =x 1. U

Corollar 2.10 In der Situation von Satz 2.9 sind auch die Homomorphismen @4 : A — G,
@B :B — G und ¢c : C — G der Kantengruppen und der Homomorphismus ¢p :D — G der

Zweizellengruppe in den Colimes injektiv.

Beweis. Der Homomorphismus ¢4 : A — G lasst sich nach der Vertraglichkeitsbedingung
als Komposition ¢4 = ¢x o@ax schreiben. Da sowohl ¢ax : A — X als auch ¢x : X — G
injektiv sind, ist auch ¢4 : A — G injektiv. Analoges gilt fiir o = @x c9Bx, Pc =Py opcy

und ¢p = PACPDA = PX OPAX O PDA. O

2.3 Der Einbettungssatz fiir die Menge M =X uY UZ

Im vergangenen Abschnitt haben wir nichtsphérische Dreiecke von Gruppen untersucht
und gesehen, dass die Homomorphismen der einzelnen Gruppen in den Colimes injektiv
sind, d. h. wir haben die erste Aussage des Satzes 1.7, des Normalformensatzes fiir freie
Produkte mit Amalgam, auf nichtsphérische Dreiecke von Gruppen iibertragen. In diesem

Abschnitt werden wir die zweite Aussage iibertragen.

Definition 2.11 (Eigenschaft ,realisierbar“) Sei A ein Dreieck von Gruppen mit Coli-
mes G (genau wie in Definition 1.9). Aufgrund der Vertrdglichkeitsbedingung setzen sich
die Homomorphismen der einzelnen Gruppen zu einer wohldefinierten Abbildung @y der
Menge M =XUuYUZ (mit XNY =A, XNZ=B,YNZ=Cund XNnYNZ=D) in den

Colimes zusammen. Wenn @y : M — G injektiv ist, dann nennen wir A realisierbar.

An dieser Stelle sollte darauf hingewiesen werden, dass unsere Definition der Eigenschaft

yrealisierbar” von der in [Bri91, Section 4.1] gegebenen abweicht.
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Satz 2.12 Ein nichtsphdrisches Dreieck von Gruppen ist realisierbar.

Beweis. Der Satz ist in dieser Form zwar weder in [Sta91] noch in [Bri91] zu finden, doch
ergibt er sich aus den dort angestellten Uberlegungen. Wir gehen hier allerdings einen
anderen Weg und fithren einen Beweis, der die im vergangenen Abschnitt eingefiihrte

Technik weiterverwendet.

Betrachten wir die Menge M:

Wir miissen nun zeigen, dass ¢y : M — G injektiv ist. Aus Satz 2.9 und Corollar 2.10
wissen wir, dass die Homomorphismen der einzelnen Gruppen in den Colimes injektiv
sind. Es geniigt also, sich davon zu iiberzeugen, dass zwei Elemente aus verschiedenen
Eckengruppen nur dann auf dasselbe Element des Colimes abgebildet werden kénnen,
wenn eines der beiden Elemente in der gemeinsamen Kantengruppe enthalten ist. Dann
gibt es namlich eine Eckengruppe, die beide Elemente enthilt, und aus der Injektivitat
des Homomorphismus dieser Eckengruppe in den Colimes folgt, dass die beiden Elemente

gleich sind.

Aus Symmetriegriinden geniigt es, dies fiir die Eckengruppen X und Y zu zeigen. Seien
also x € X und y € Y mit ¢p(x) =g ¢u(y). Wie oben bemerkt geniigt es, zu zeigen, dass

x € A ist.

Sei w, ein Wort iiber " UZ ~ mit w, =x x und sei w, ein Wort itber % *U% ~ mit w, =y y.

Es gilt ou(x) =g om(y), = px(Wy) =¢ Py W), = wy =g Wy, > wwy, =g 1.

Hinweis. Eine Bemerkung zur Notation: Wir erhalten das Wort wy_l, indem wir das
Wort w, von hinten nach vorne lesen und jeden Buchstaben durch den formal inversen

Buchstaben ersetzen.
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Wie im Beweis von Satz 2.9 fiir w,, gibt es nun fiir wxwy_1

ein van-Kampen-Diagramm K
beziiglich unserer erweiterten Prasentierung von G. Wieder definieren wir einen Graphen
I' =T'(K), wieder farben wir das van-Kampen-Diagramm K und die Relatorzellen, wieder
konnen wir o. B. d. A. voraussetzen, dass jede einfach zusammenhéingende Insel geniigend
Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat. Der wesentliche Unterschied zum Beweis von
Satz 2.9 besteht nun darin, dass das van-Kampen-Diagramm K selbst zwei Farbwechsel
in seinem Randverlauf hat. Die beiden I'-Ecken, an denen diese Farbwechsel stattfinden,

bezeichnen wir mit v und vs.

Im Gegensatz zu den anderen I'-Ecken haben v; und ve nachher méglicherweise positives
Gewicht. Wir konnen die Abschitzung aus dem Beweis von Satz 2.9 also leider nicht ohne

Weiteres iibernehmen, aber wir kénnen sie der neuen Situation anpassen.

Fall 1: U1 =0V9

Wenn v; und ve zusammenfallen, dann besteht das van-Kampen-Diagramm K aus einem
van-Kampen-Diagramm fiir w, und einem van-Kampen-Diagramm fiir w,, die an einer
Ecke miteinander verklebt sind. Insbesondere folgt daraus w, =g 1 und, mit Satz 2.9,

wy =x 1. Also gilt:

wy=x1=>x=x1>x€A
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Fall 2: v{ # vo

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung: Wenn der Graph I' nicht zusammenhéingend ist,
dann gibt es jedenfalls eine Zusammenhangskomponente I'y von I', die hochstens eine
der beiden kritischen I'-Ecken v und vy enthilt und beziiglich der im Beweis von Satz

2.9 definierten partiellen Ordnung minimal ist.

Wie im Beweis von Satz 2.9 verteilen wir Gewichte auf die I'g-Ecken und tiiberzeugen
uns davon, dass das Gesamtgewicht wieder gleich 27 ist und das Gewicht einer jeden
I'g-Ecke, die von v; und vy verschieden ist, nichtpositiv ist. Wenn I'g weder v; noch vg
enthielte, hiatten wir sofort einen Widerspruch gefunden. Also muss I'g genau eine der

beiden kritischen Ecken v und ve enthalten, beispielsweise v1.

Da v1 # vg ist, hat v nicht die Valenz 0. Wenn v die Valenz k£ = 1 hat, dann gilt:
Gewicht (v1)=2n—-k-t=7

Nun grenzen nicht nur Inseln sondern auch das Meer an v; an. Wenn also v; die Valenz
k = 2 hat, dann wird sein Gewicht durch Farbwechsel im Randverlauf der angrenzenden

Inseln um héchstens (& —1)- § erhoht und es gilt:

Gewicht(v1)52n—k'n+(k—1)-g:(3—k)'gs

|

Sowohl im Fall 2 = 1 als auch im Fall £ = 2 ist das Gewicht von v, und somit auch das

Gesamtgewicht aller I'g-Ecken, hichstens gleich 7.

Der Graph I' muss also zusammenhéingend sein, folglich muss auch jede Insel einfach
zusammenhingend sein. Da der Graph I' nichtleer ist, konnen wir das bekannte Spiel

durchfithren: Wir verteilen Gewichte auf die I'-Ecken und iiberzeugen uns davon, dass
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das Gesamtgewicht wieder gleich 27 ist und das Gewicht einer jeden I'-Ecke, die von v

und vg verschieden ist, nichtpositiv ist.

Das berechnete Gesamtgewicht von 27 kann iiberhaupt nur dann erreicht werden, wenn
v1 und vg jeweils das Gewicht 7 und somit die Valenz 1 haben und alle anderen I'-Ecken

jeweils das Gewicht 0 haben.

Behauptung: In dieser Situation haben alle I'-Ecken, auller v; und vg, die Valenz 2.

Nach Konstruktion haben alle I'-Ecken, auler v1 und ve, deren Valenz 1 ist, mindestens

die Valenz 2. Angenommen, es gibt eine I'-Ecke, deren Valenz grofler als 2 ist.

Dann betrachten wir den eindeutig bestimmten reduzierten I'-Kantenweg v, der in der
I'-Ecke v; beginnt und solange I'-Ecken von Valenz 2 durchlduft bis er schlieBllich eine
derjenigen I'-Ecken erreicht, deren Valenz grof3er als 2 ist. Diese I'-Ecke bezeichnen wir

mit v, ihre Valenz mit % = 3.

U1

Kantenweg y

Da an die I''Kanten von y weder von der einen noch von der anderen Seite eine Insel
sondern von beiden Seiten das Meer grenzt, wird das Gewicht von v durch Farbwechsel

im Rand der angrenzenden Inseln nur um héchstens (k —2)- 5 erhéht und es gilt:
: /4 /1
Gew1cht(v)52n—k-n+(k—2)'E =(2—k)~§ <0
Daraus folgt: Es gibt eine I'-Ecke, deren Gewicht negativ ist. 4

Wir haben also die Annahme, dass es eine I'-Ecke gibt, deren Valenz grofler als 2 ist, zu

einem Widerspruch gefiihrt. Es folgt die Behauptung. ]
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Folglich ist I' ein Graph der folgenden Form mit mindestens 2 Ecken:
o —o—0— ¢ —0—0

Sei y der eindeutig bestimmte reduzierte I'-Kantenweg von v; nach vg, er verlduft nur
durch rot-griine Relatorzellen. Wie schon bei der Konstruktion von in(-) und out(-) im
Beweis von Satz 2.9 konnen wir auch jetzt jede einzelne I'-Kante von y durch den roten
K-Kantenweg ersetzen, den wir erhalten, wenn wir nicht durch die Relatorzelle hindurch-
laufen, sondern den entsprechenden roten K-Kanten im Rand der Relatorzelle folgen.
Entlang des K-Kantenweges ¥, den wir erhalten, wenn wir jede einzelne I'-Kante durch
den entsprechenden roten K-Kantenweg ersetzen, kénnen wir das Wort wy ablesen. Da y

nur durch rot-griine Relatorzellen verlduft, gibt es ein @ € A mit wy =x a.

Diese K-Kantenwege
setzen sich zu 7 zusammen!

Andererseits ist der Teilgraph von K, der aus allen roten und schwarzen K-Ecken und

allen roten K-Kanten besteht, ein van-Kampen-Diagramm fiir wxwfl. Also gilt:

In beiden Fillen, Fall 1 und Fall 2, gilt x € A, es folgt die Behauptung. [l

Wir haben nun die ersten beiden Aussagen des Satzes 1.7, des Normalformensatzes fiir
freie Produkte mit Amalgam, auf nichtsphérische Dreiecke von Gruppen iibertragen. Die
dritte Aussage beschiftigt sich mit der eigentlichen Normalform. Es drangt sich die Frage
auf, ob und wie man auch die dritte Aussage auf nichtsphérische Dreiecke von Gruppen

ubertragen kann.

Zwar stellt Bridson in [Bri91] eine Arbeit mit dem Titel ,Normal forms in triangles of

groups” in Aussicht, hat diese aber bis heute noch nicht publiziert. Wir werden uns in
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den nachsten beiden Kapiteln etwas elementareren Fragen zuwenden, zuvor beschlie3en
wir dieses zweite Kapitel mit einer Beobachtung zum Verhéltnis zwischen den Satzen 2.9

und 2.12.

2.4 Uber das Verhiltnis zwischen den Sitzen 2.9 und 2.12

Wenn man die beiden Satze 2.9 und 2.12 miteinander vergleicht, stellt sich die Frage,
ob die Injektivitat der Abbildung ¢js bereits aus der Injektivitat der Homomorphismen
der einzelnen Eckengruppen in den Colimes folgt oder ob wir zum Beweis der Injektivitit
tatsdchlich ein weiteres Mal von der Voraussetzung, dass A nichtsphérisch ist, Gebrauch

machen mussten. Es stellt sich heraus, dass die letztgenannte Alternative zutrifft.

Wir betrachten das folgende Beispiel:

Z ={(b,c|[b,c]=1)

B=(b|—> =(cl=)

X =(a,b|bab” l=g?)y<——A=(al-)

Y =(c,a|cact=a?)

Die Homomorphismen sind durch a — a, b — b und ¢ — ¢ gegeben. Da es sich bei den
Definitionsmengen um freie Gruppen handelt, lassen sich diese Zuordnungen problemlos

zu Homomorphismen fortsetzen.

Satz 2.13 Bei diesem Beispiel, nennen wir es A, handelt es sich um ein nichtausgeartetes

Dreieck von Gruppen.

Beweis. Die meisten der anzustellenden Uberlegungen sind entweder trivial oder bereits

im Beweis von 1.12 angestellt worden. Die Injektivitat der Homomorphismen ¢pz und
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@cz sowie die Gleichung im(ppz)Nim(@cz) = {1} ergeben sich aus der Beobachtung, dass
jedes Wort iiber b, ¢ und deren Inversen, das in der Eckengruppe Z das neutrale Element
beschreibt, die Buchstaben b und b~! sowie ¢ und ¢! in jeweils gleicher Anzahl enthalten

muss. ([
Satz 2.14 Die Homomorphismen der einzelnen Gruppen von Ag in den Colimes G sind
injektiv.

Beweis. Es gentigt, die Injektivitit fiir die Homomorphismen der Eckengruppen in den
Colimes nachzuweisen, aus Symmetriegriinden sogar nur fir ¢x : X - Gund ¢z :Z — G.

Zunichst beobachten wir, dass man den Colimes G wie folgt beschreiben kann:
G E(a, b, c | bab! =a2, cac™l = az, [6,c]1=1 >

1. Behauptung: Der Homomorphismus ¢x : X — G ist injektiv.
Wir wihlen den Normalteiler N := {bc~1) < G. Mit Hilfe von Tietze-Transformationen
konnen wir einsehen:

G/N=(a,b,c |bab_1=a2, cac’l=a? [b,cl=1,b=c )=(a,b |bab_1=a2>

Wenn wir nun die kanonische Projektion G — G/N mit dem Buchstaben m bezeichnen,
die Komposition mo¢x : X — G/N betrachten und die letztgenannte Prasentierung der
Faktorgruppe G/N wahlen, dann erkennen wir, dass mo@x(a) = a und mopx(b) = b gilt und
es sich folglich bei der Komposition 7o@x um einen Isomorphismus handelt. Insbesondere

ist px injektiv.
2. Behauptung: Der Homomorphismus ¢z : Z — G ist injektiv.

Wir wihlen nun den Normalteiler NV := {a) <G. In diesem Fall gilt ndmlich:
G/N =(a,b,c |bab_1:a2, cac ' =a? [b,cl=1,a=1 Y=(b,c|lb,e]l=1)

Bei der Komposition mo@z : Z — G/N handelt es sich, wie oben, um einen Isomorphismus.

Insbesondere ist ¢z injektiv. ([
Satz 2.15 Ag ist nicht realisierbar.

Beweis. Wir arbeiten erneut mit der im Beweis von Satz 2.14 gegebenen Prasentierung
des Colimes G und zeigen, dass einerseits zwar b lab € X —A und ¢ lac e Y — A gilt,

andererseits aber b~lab =g ¢ lac.
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1. Behauptung: Es gilt b labe X — A.

Angenommen, es gilt 5 lab € A. Dann gibt es ein m € Z mit b lab =x a™, = a =x ba™b "1,
=>a=x (bab ™))", = a =x a’™, = a =4 a®", > 1 =2m. 4 Folglich muss b labe X - A
gelten. Véllig analog zeigt man, dass auch ¢ laceY — A gilt.

2. Behauptung: Es gilt b 1ab =g ¢ lac.

Wir kénnen unter Verwendung der definierenden Relationen ganz einfach beobachten,

1

dass b lab=gclaceoa=gbclacb ' ©a=gclbab lc o cac™l =g bab 1! © a? =g a?

gilt. Die letztgenannte Aussage ist wahr, also auch die erstgenannte. U

Ubungsaufgabe. Eine Diplomarbeit ist mit Sicherheit nicht das optimale Medium um
Ubungsaufgaben zu stellen. Ich méchte an dieser Stelle dennoch darauf hinweisen, dass
ich das Beispiel A3 gefunden habe, indem ich micht gefragt habe, wie ein entsprechendes
van-Kampen-Diagramm in einem moglichst iibersichtlichen Dreieck von Gruppen, dessen
Winkel alle 5 betragen, aussehen kann. Dem interessierten Leser empfehle ich daher, den

Beweis, dass b 1ab =g ¢ lac gilt, mit einem van-Kampen-Diagramm zu illustrieren.
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Freie Untergruppen

In den nichsten beiden Kapiteln werden wir uns schliefSlich mit der Frage beschéftigen,
unter welchen Bedingungen der Colimes eines nichtsphirischen Dreiecks von Gruppen
ein Element unendlicher Ordnung oder sogar eine nichtabelsche freie Untergruppe, und

folglich freie Untergruppen von beliebigem abzéhlbarem Rang, enthilt.

3.1 Die Vorgeschichte

Es gibt bereits eine Reihe von Publikationen, die sich, wenn auch nur beildufig, mit dieser
Frage beschiftigen. Zwei Resultate sind dabei besonders hervorzuheben: Das eine von
Edjvet, Rosenberger, Stille und Thomas, siehe [ERSTO00, Proposition 3.1], und das andere
von Howie und Kopteva, siehe [HKO06, Proposition 2.2].

In den genannten Publikationen wird allerdings aus praktischen Griinden nicht mit dem
urspriinglichen Gersten-Stallings-Winkel, wie wir ihn in Definition 2.1 eingefiihrt haben,

sondern mit einer Variante gearbeitet:

Bei uns heif3t es in Definition 2.1 auf Seite 19: ,Die kleinste natiirliche Zahl n € N, fiir die
es Elemente uy,uq,...,u, € G gibt, die abwechselnd in A—D und B —D enthalten sind und

deren Produkt u1-usg-...-u, =g 1ist, bezeichnen wir mit ng(A,B;D).“

Bei der Variante des Gersten-Stallings-Winkels l4sst man die Zweizellengruppe D auller

Acht und ersetzt den genannten Abschnitt aus Definition 2.1 durch den folgenden: , Die
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kleinste natiirliche Zahl n € N, fiir die es Elemente ui,us,...,u, € G gibt, die abwechselnd
in A — {1} und B — {1} enthalten sind und deren Produkt ui-us-...-u, =g 1 ist, bezeichnen
wir mit ng(A,B;D).“

Die iibrigen Passagen der beiden Definitionen sind identisch, sodass wir fiir die Variante
des Gersten-Stallings-Winkels festhalten konnen: Wahrend sich die Winkelsumme eines
Dreiecks von Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe D nicht von der urspriinglichen
Winkelsumme unterscheidet, betriagt die Winkelsumme eines Dreiecks von Gruppen mit

nichttrivialer Zweizellengruppe D stets 37.

Satz 3.1 (Edjvet, Rosenberger, Stille und Thomas, 2000) Mit der oben beschriebenen
Variante des Gersten-Stallings-Winkels gilt: Der Colimes eines nichtsphdrischen nichtaus-

gearteten Dreiecks von Gruppen enthdlt ein Element unendlicher Ordnung.

Satz 3.2 (Howie und Kopteva, 2006) Mit dieser Variante gilt auflerdem: Der Colimes
eines hyperbolischen nichtausgearteten® Dreiecks von Gruppen enthilt eine nichtabelsche

freie Untergruppe.

Uber Dreiecke von Gruppen mit nichttrivialer Zweizellengruppe D machen diese beiden
Séatze keine Aussage. Es ist Ziel dieses Kapitels, die beiden Sitze so zu verallgemeinern,

dass sie fiir alle nichtsphérischen und hyperbolischen Dreiecke von Gruppen? gelten.

Um meinen bescheidenen Beitrag an dieser Stelle richtig einordnen zu kénnen, sei darauf
hingewiesen, dass ich die Beweisideen weitgehend iibernehmen und lediglich bei deren

technischer Umsetzung etwas behutsamer zu Werke gehen werde.

3.2 Das Gewichtslemma

3.2.1 Einige wichtige Begriffe

Definition 3.3 (Block) Sei w entweder das leere Wort oder ein nichtleeres Wort iiber den
Buchstaben x, y und z, dessen erster und letzter Buchstabe verschieden sind. Wir konnen w
auf eindeutige Weise in ein Produkt von Teilwértern w1, ws,...,w, € ({x}* u{y}* u{z}*)—{e}

maximaler Linge zerlegen. Jedes dieser Teilworter bezeichnen wir als einen Block.

1Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass in [HKO06] mit nicht-ecken-ausgearteten Dreiecken von
Gruppen gearbeitet wird. Doch alle nichtausgearteten Dreiecke von Gruppen sind nicht-ecken-ausgeartet.
Siehe hierzu auch Definition 4.10 und Satz 4.12.

2Natiirlich im Sinne des urspriinglichen Gersten-Stallings-Winkels!
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Um die nun folgenden Begriffe an einem konkreten Beispiel zu illustrieren, betrachten

wir das Wort w = xxxyyxxzyyyzz und dessen Blockzerlegung:
w1 w2 w3 wqg Ws We

Definition 3.4 (Eigenschaft ,gleich b.“/,,verschieden b.*) Sei w =wi-ws-... - w, wie
in Definition 3.3. Wenn wir uns das Wort w zyklisch angeordnet vorstellen, dann hat jeder
Block einen linken und einen rechten Nachbarblock. Je nach dem, ob die beiden Nachbar-
blocke Potenzen desselben Buchstabens sind oder nicht, bezeichnen wir den Block entweder

als gleich benachbart oder als verschieden benachbart.

In unserem Beispiel betrachten wir die beiden Blocke ws und wi. Der eine von ihnen ist

gleich benachbart, der andere verschieden benachbart:

Block ws: @ @ gleich benachbart
w4 Ws weg

Block w1: @@ @ verschieden benachbart
we w1 we

Definition 3.5 (Charakteristik: 1. Teil) Sei w = w1 -ws ... w, wie in Definition 3.3.
Die Charakteristik y(w;) eines Blockes w; ist die kleinste Zahl m € Ny, sodass entweder
lw;| < 2m + 3 ist oder \w;| = 2m + 3 und w; verschieden benachbart ist. Alternativ konnen

wir zur Bestimmung von y(w;) die folgende Tabelle verwenden.:

Lénge des Blocks w; Wie ist er benachbart? | Charakteristik y(w;)
1 — 0
2 — 0
3 verschieden 0
3 gleich 1
4 — 1
5 verschieden 1
2m+1 gleich m
2m+2 — m
2m+3 verschieden m

49



Kapitel 3 Freie Untergruppen

Definition 3.6 (Charakteristik: 2. Teil) Sei w =w1-ws-...-w, wie in Definition 3.3. Die

Charakteristik y(w) des Wortes w ist die Summe der Charakteristiken seiner Blicke:
n
Fw) =) xw;)
=1

Unser Beispiel w = xxxyyxxzyyyzz hat die Charakteristik y(w) =1, da, wovon man sich

leicht iberzeugen kann, y(w1) = y(w2) = y(ws) = y(w4) =0, y(ws) =1 und y(wg) =0 ist.

3.2.2 Die Formulierung und der Beweis des Gewichtslemmas

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir mit nur noch mit bestimmten Wortern
arbeiten. Zunichst definieren wir, welche das sind, und wenden uns anschlielend dem

Gewichtslemma zu.

Definition 3.7 (Eigenschaft ,c-speziell) Sei w = w1 -wsg-...-w, wie in Definition 3.3
und sei € = 0. Wenn die folgende Implikation erfiillt ist, dann bezeichnen wir das Wort w
als e-speziell:

5
Ffw)=2=¢e>0A |w|>;-()2(w)—2)-n+2-92(w)

Im Beweis des nun folgenden Gewichtslemmas werden wir sehen, dass diese Definition

genau auf unsere Bediirfnisse zurechtgeschnitten ist.

Lemma 3.8 (Gewichtslemma) Sei g : {x,y,z}* — (R,+) ein Monoid-Homomorphismus

mit den folgenden beiden Eigenschaften:

g(x), g(»), g(2) € [0,Z]
gx)+gy)+g@)=sn

Seien auferdem w =wi-ws-... - w, wie in Definition 3.3 und € :=1— g(x)— g(y)—g(z) = 0.
Wenn w ein e-spezielles Wort ist, dann gilt die folgende Ungleichung:

n
-n-n+gw)=-n-w+ Zg(wi)<2ﬂ
i=1
Beweis. Wir bezeichnen den Term —n -7+ g(w) als Gewicht G(w). Nun verkiirzen wir das

Wort w und betrachten die damit verbundene Veranderung des Gewichts.

Aus jedem Block mit Charakteristik m > 0 entfernen wir 2m Buchstaben und bezeichnen

das so verkiirzte Wort mit w' = w} -wj,-...-w;. Es hat die Lange |w'| = |w|-2- j(w), die
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Charakteristik §(w’) = 0 und erfiillt die Ungleichung G(w) < G(w') + {(w) - 7. Zum Beweis

des Gewichtslemmas geniigt es also, die folgende Ungleichung zu beweisen:
Gw')+ j(w) - <2n

Um dieses Ziel zu erreichen, beginnen wir mit dem Wort w’ und entfernen daraus einen

Block nach dem anderen. Wir werden auf den néichsten Seiten beobachten, dass sich das

Gewicht des Wortes dabei um mindestens £ pro entferntem Buchstaben erhoht. Wenn

wir uns einmal davon iiberzeugt haben, dass diese Quote tatséichlich erreicht wird, dann

konnen wir das Gewichtslemma vergleichsweise einfach beweisen:

Fall 1: y(w) <1

Nachdem wir alle Blocke entfernt haben, erhalten wir das leere Wort e. Es gilt also:

Gw)+ §-|w’| <G(e)=0 > Gw') <0 = Gw')+ {(w) -7 <27

Fall 2: {(w) =2

Nachdem wir alle Blécke entfernt haben, erhalten wir das leere Wort e. Da w e-speziell
und j(w) = 2 ist, gilt:
5
e>0 A lwl>—-(F(w)-2)-1+2-F(w)
€

Wir kénnen also auch die Linge von w’ abschitzen:

(U

5
Iw’I:|w|—2-)2(w)>;~()Z(w)—2)-ﬂ+2-)2(w)—2-92(w): (fw)-2)-n

Da aber, wie im ersten Fall, G(w') + £ - [w'| = G(e) = 0 ist, folgt:

GwH+

(fw)-2)-m1<0 = G+ j(w) -7 < 27

ot ™
oot

Es bleibt zu zeigen, dass die genannte Quote tatsdchlich erreicht wird. Hierzu stellen wir
uns das Wort w’ erneut zyklisch angeordnet vor und entfernen die Blocke auf die folgende

Weise:

(O Wenn drei verschieden benachbarte Blécke aufeinander folgen, dann entfernen wir

alle drei in einem Schritt. Man kann beobachten, dass die verbliebenen Blocke danach
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genauso benachbart sind, wie sie es zuvor waren: Insbesondere handelt es sich nach wie
vor um ein Wort, das die Voraussetzungen von Definition 3.3 erfullt und Charakteristik 0

hat.

Betrachte zum Beispiel:

DEDEDEDE

Doch nun hat sich die Anzahl der Blocke um 3 verringert, weswegen sich das Gewicht
zunichst um 37 erhoht, und es sind jeweils bis zu drei x, y, z entfernt worden, weswegen
sich das Gewicht wieder um maximal 3-(7 —¢) verringert. Insgesamt hat es sich somit um

mindestens 3¢ erhoht, pro entferntem Buchstaben also um mindestens % = § =

[e20[}

(2 Wenn zwei gleich benachbarte Blocke aufeinander folgen, dann entfernen wir alle beide
in einem Schritt. Man kann auch hier beobachten, dass die verbliebenen Blocke danach

genauso benachbart sind, wie sie es zuvor waren.

Betrachte zum Beispiel:

DIGOICDIC

Doch nun hat sich die Anzahl der Blocke um 2 verringert, weswegen sich das Gewicht
zunichst um 27 erhéht, und es sind jeweils bis zu zwei x, y, z entfernt worden, weswegen
sich das Gewicht wieder um maximal 2-(7 —¢) verringert. Insgesamt hat es sich somit um

mindestens 2¢ erhiéht, pro entferntem Buchstaben also um mindestens 2745 =5=

[S211o)

Die beiden Schritte ) und @) fithren wir durch, wo immer es mdoglich ist. Da wir das
Wort bei jeder Durchfithrung echt verkiirzen, bricht das Verfahren nach endlich vielen
Schritten ab. Wir wissen also, dass danach weder drei verschieden benachbarte noch zwei

gleich benachbarte Blocke aufeinander folgen.

(® Wenn in dieser Situation zwei verschieden benachbarte Blécke aufeinander folgen,
dann enthilt das Wort mindestens sechs Blocke. Dies zu zeigen, tiberlassen wir dem Leser
als Fingeriibung. Wir entfernen nun sechs Blocke in einem Schritt, und zwar neben den
beiden genannten Blocken die néachsten beiden linken und die néchsten beiden rechten
Nachbarblocke. Man kann auch hier beobachten, dass die verbliebenen Blocke danach

genauso benachbart sind, wie sie es zuvor waren.
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Betrachte zum Beispiel:

Dlenleplaplaplaplanlc

Doch nun hat sich die Anzahl der Blocke um 6 verringert, weswegen sich das Gewicht

zunichst um 67 erh6ht, und es sind jeweils bis zu sechs x, y, z entfernt worden, weswegen
sich das Gewicht wieder um maximal 6-(7 — ) verringert. Insgesamt hat es sich somit um

mindestens 6¢ erhéht, pro entferntem Buchstaben also um mindestens % = % > .

Nach jeder Durchfithrung von Schritt (3) miissen wir aufrdumen: Mit Hilfe der beiden
Schritte M) und (2) stellen wir sicher, dass die Ausgangssituation von Schritt (3) weiterhin
erfiillt ist und weder drei verschieden benachbarte noch zwei gleich benachbarte Blocke

aufeinander folgen.

Wir fithren Schritt (8) inklusive der Aufraumarbeiten durch, wo immer es moglich ist. Da
wir das Wort bei jeder Durchfithrung echt verkiirzen, bricht das Verfahren nach endlich
vielen Schritten ab. Wir wissen also, dass danach weder zwei verschieden benachbarte
noch zwei gleich benachbarte Blocke aufeinander folgen, d.h. verschieden benachbarte

und gleich benachbarte Blocke wechseln einander ab.

(@ Wenn in dieser Situation nicht bereits das leere Wort erreicht ist, dann enthlt das
Wort mindestens vier Blocke. Dies zu zeigen, tiberlassen wir dem Leser als Fingeriibung.
Wir entfernen nun vier beliebige aufeinander folgende Blocke in einem Schritt. Man kann
auch hier beobachten, dass die verbliebenen Blocke danach genauso benachbart sind, wie

sie es zuvor waren.

Betrachte zum Beispiel:

D ED D @D EDE

Doch nun hat sich die Anzahl der Blocke um 4 verringert, weswegen sich das Gewicht

zunichst um 47 erhoht, und es sind jeweils bis zu zwei x, y, z sowie bis zu vier weitere
Exemplare eines der drei Buchstaben entfernt worden, weswegen sich das Gewicht wieder
um maximal 2-(mr—€)+4- % verringert. Insgesamt hat es sich somit um mindestens 2¢

erhoht, pro entferntem Buchstaben also um mindestens % =£.

Da offensichtlich auch nach jeder Durchfithrung von Schritt (4) verschieden benachbarte
und gleich benachbarte Blocke einander abwechseln, sind, im Gegensatz zu Schritt (3),

keine weiteren Aufraumarbeiten mehr zu leisten.
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Wir fiithren Schritt (4) nun so lange durch, bis wir schlieBlich das leere Wort erreichen. Da
wir das Wort bei jeder Durchfithrung echt verkiirzen, ist das nach endlich vielen Schritten
der Fall. 0

3.3 Die Verallgemeinerung von Satz 3.1

Mit Hilfe des Gewichtslemmas beweisen wir nun die beiden Sitze 3.1 und 3.2 fir alle

nichtsphérischen und hyperbolischen Dreiecke von Gruppen.

Satz 3.9 (Verallgemeinerung von Satz 3.1) Der Colimes eines nichtsphdrischen nicht-

ausgeartetes Dreiecks von Gruppen enthdlt ein Element unendlicher Ordnung.

Beweis. Sei A ein nichtsphérisches nichtausgeartetes Dreieck von Gruppen mit Colimes
G (genau wie in Definition 1.9). Da A nichtausgeartet ist, gibt eseina € A—D,ein b€ B—D
und ein ¢ € C —D. Wir werden zeigen, dass deren Produkt abc € G unendliche Ordnung
hat.

In den Beweisen der Satze 2.9 und 2.12 haben wir mit der folgenden Prisentierung des

Colimes G gearbeitet:
G, Y, Z| R, Ry, Rz, R, Rt 7> Ry 7 )

Diese Prasentierung nehmen wir zwar auch hier als Grundlage, fiigen aber noch weitere
Erzeugende und definierende Relationen hinzu, um uns die Arbeit mit den Elementen
a€A-D,beB-D und c e C-D sowie den Elementen der Zweizellengruppe D ein wenig

zu erleichtern:
G=(X,%,Z,{a},{b},{c},D| R, Ry, Rz, R~y R =7 Ry~ 7,
RE a0, BRI by RY —ay RY ~cy RZ by BZ e,
Ry D> Ry ~D, Rz-D)
mit Byeq:={w=al|lwe(@X ) —{e}:w=xa}
Wir definieren Zo.p, By o, Ry —c, Bz p und Z ... analog.
Ry —p={w=d |d€D,w€(%+U%_)*—{e}: w=xd}

Wir definieren Zg .p und £z ..p analog.
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Den Beweis, dass sich die beiden Priasentierungen mit Hilfe von Tietze-Transformationen
ineinander uberfithren lassen, iberlassen wir dem Leser als Fingeriibung. Die erweiterte

Priasentierung von G bezeichnen wir mit & = %(a, b, ¢).

Angenommen, das Produkt abc € G hat endliche Ordnung. Dann gibt es ein n € N mit
(abe)* =@ 1, und folglich finden wir fiir das Wort (abc)” ein van-Kampen-Diagramm K

beziiglich der Prasentierung &2.

Wir versuchen nun, die beiden Vorbereitungsschritte, die wir bereits in den Beweisen der

beiden Satze 2.9 und 2.12 durchgefiihrt haben, auf unsere Situation zu tibertragen.

Es heift im Beweis von Satz 2.12 auf Seite 40:

Vorbereitungsschritt 1: ,Wieder definieren wir einen Graphen I’ = I'(K),

«

wieder fiarben wir das van-Kampen-Diagramm K und die Relatorzellen, ...

Die Eckenmenge von I' definieren wir wie im Beweis von Satz 2.9 auf Seite 26, mit der
Besonderheit, dass wir nicht mehr drei sondern sieben Erzeugendenmengen haben: , Eine
K-Ecke ist genau dann eine I'-Ecke, wenn es zwei K-Kanten gibt, die beide mit der K-Ecke

inzidieren aber mit Elementen aus verschiedenen Erzeugendenmengen beschriftet sind.“

Und auch die Definition der Kantenmenge von I' unterscheidet sich allein dadurch von
der im Beweis von Satz 2.9 gegebenen, dass wir nicht mehr nur die Relatorzellen, die
eine definierende Relation vom Typ Zo o, Zo 7z oder Za ..z als Randwort haben,
sondern auch die Relatorzellen, die eine definierende Relation vom Typ Za 4, Za b,
Ry qy, Ry ey Rz sty Rz e, Rarp, Roy—p oder Zz..p als Randwort haben, durch

eine Jordankurve in zwei Gebiete zerschneiden und so eine Kante von I realisieren.

Fiir die drei Erzeugendenmengen &', % und Z haben wir schon im Beweis von Satz 2.9
drei Farben gewihlt, fiir die vier weiteren Erzeugendenmengen {a}, {6}, {c} und D wihlen
wir die gemeinsame Farbe Grau. Nun kénnen wir das van-Kampen-Diagramm K und die

Relatorzellen wie im Beweis von Satz 2.9 farben.

Wieder betrachten wir Inseln und Meer, nach wie vor ist jede Insel einfarbig. Nun jedoch
kann es passieren, dass das van-Kampen-Diagramm K nicht nur rote, griine, blaue Inseln

sondern auch graue Inseln umschlief3t.
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Unsere nichste Aufgabe ist, die grauen Inseln zu entfernen: Jede graue Insel enthilt
nur eine einzige graue Kante. Indem wir diese graue Kante entfernen, verbinden wir die
beiden angrenzenden Relatorzellen zu einer beschriankten Zusammenhangskomponente

von E2-K.

Wir bezeichnen die urspriingliche graue Kante mit e, die urspriinglichen Relatorzellen

mit R; und Ry und die neue Zusammenhangskomponente mit R.

Fall 1: Wenn R; und Rg definierende Relationen desselben Typs als Randwort hatten,
beispielsweise definierende Relationen vom Typ Z4 ..., dann enthilt R nur K-Kanten

einer einzigen Farbe in seinem Rand. In unserem Beispiel sind das nur rote Kanten.

Randweg y
(siehe unten)

Kante e

4

\

N NG

Sei y ein Randweg von R, der im Anfangspunkt von e startet und den Rand von R mit
einer beliebigen Orientierung umléuft. Entlang dieses Randweges y kénnen wir ein Wort

we(@XtUX ) —{e} mit w=xa-a" ! =x 1 ablesen.
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Wir konnen also in R ein van-Kampen-Diagramm fiir w einkleben, wobei jede Kante des
eingeklebten Diagramms mit einem Element aus & beschriftet ist und jede Relatorzelle

eine definierende Relation vom Typ %4 als Randwort hat.

Fall 2: Wenn aber R; und R definierende Relationen verschiedener Typen als Randwort
hatten, beispielsweise definierende Relationen vom Typ Z4 .., und Zg ., dann hat auch
R, ohne weiteres Zutun, eine definierende Relation als Randwort. In unserem Beispiel ist

sie vom Typ Za oy .

A

Die hier an zwei Beispielen illustrierten Verdnderungen des van-Kampen-Diagramms K
lassen sich natirlich auf alle grauen Inseln iibertragen. Nach diesen Verinderungen und
der damit verbundenen Verdnderung des Graphen I' sowie der Farbung der euklidischen

Ebene E? sind die grauen Inseln verschwunden.

Wir kénnen also o.B.d. A. davon ausgehen, dass es keine grauen Inseln gibt. Auch die
nun folgenden Verdnderungen des van-Kampen-Diagramms K werden alle von der Art

sein, dass sie keine grauen Inseln mehr erzeugen.

Vorbereitungsschritt 2: ,...wieder kénnen wir o. B.d.A. voraussetzen,
dass jede einfach zusammenhdngende Insel geniigend Farbwechsel in ihrem
Randverlauf hat.”

Dieser Vorbereitungsschritt ist nicht ganz einfach auf unsere Situation zu iibertragen.
Wir schwichen ihn also ab und erlauben uns, anstelle des van-Kampen-Diagramms K

eine Quasischeibe L von K zu betrachten.

Eine solche Quasischeibe L von K, das sei an dieser Stelle ausdriicklich erwihnt, wird in
unserer konkreten Situation zwar mit Hilfe des van-Kampen-Diagramms K konstruiert,

muss aber nach Definition gar nicht so viele Gemeinsamkeiten mit ihm haben.
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Definition 3.10 (Quasischeibe) Sei K ein van-Kampen-Diagramm beziiglich unserer
Prisentierung 2. Eine Quasischeibe L von K ist ebenfalls ein van-Kampen-Diagramm

beziiglich unserer Prisentierung 22, das die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

* Es gibt ein Randwort w von K, sodass entweder ein nichtleeres Teilwort v von w oder
die Verkettung eines nichtleeren Teilwortes v von w mit einem Erzeugenden d € D ein

Randwort von L ist.

¢ Das van-Kampen-Diagramm L ist ein Scheibendiagramm, d. h. die Vereinigung von

L mit seinen Relatorzellen ist homoomorph zu einer abgeschlossenen Scheibe.

Voriiberlegung. Im vorliegenden Beweis ist K ein van-Kampen-Diagramm fiir das Wort

(abc)?, jedes Randwort von K ist eine zyklische Permutation von (abc)”™ oder (abc)™".

Behauptung: Wenn L eine Quasischeibe von K ist, dann enthilt jedes Randwort von L

1 mindestens ein b*!, d.h. ein b oder ein 571,

und mindestens ein ¢*1, d. h. ein ¢ oder ein ¢ !.

mindestens ein a*!, d.h. ein a oder ein a”~

Wenn es eine Quasischeibe L von K mit einem Randwort gibt, das beispielsweise kein ¢*!

enthalt, dann gilt entweder a € D oder b € D oder ab € D. Die ersten beiden Alternativen
widersprechen der Wahl a € A—D und b € B-D. Die dritte Alternative hat zur Folge, dass
nx(A,B;D) =2, > <x(A,B;D) = «, ist, was in Dreiecken von Gruppen nach Lemma 2.6
nicht moglich ist. Es fithren also alle drei Alternativen zu einem Widerspruch. Da sich
entsprechende Uberlegungen auch fiir Quasischeiben mit Randwértern, die kein a*! oder

kein b*! enthalten, anstellen lassen, folgt die Behauptung. [l

Wir schwichen den Vorbereitungsschritt 2 nun wie folgt ab:

Neuer Vorbereitungsschritt 2: ,Wir konnen o. B. d. A. voraussetzen, dass
es eine Quasischeibe L von K gibt, in der jede einfach zusammenhdngende

Insel geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat.”

Die Anzahl der Farbwechsel im Randverlauf einer einfach zusammenhingenden Insel
konnen wir wie im Beweis von Satz 2.9 bestimmen, mit einer weiteren Besonderheit: Wir

betrachten z.B. wieder eine grine einfach zusammenhéingende Insel I. Jeder Randweg
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von I besteht aus einer Folge von I'-Kanten, die durch griin-rote, griin-blaue und griin-

graue Relatorzellen verlaufen.

Beim Zihlen der Farbwechsel werten wir die griin-grauen Relatorzellen, deren graue
Kante mit einem a beschriftet ist, als griin-rot und die griin-grauen Relatorzellen, deren

graue Kante mit einem ¢ beschriftet ist, als griin-blau.

Die griin-grauen Relatorzellen, deren graue Kante mit einem Element aus D beschriftet
ist, werten wir entweder als griin-rot oder als griin-blau. Die Wahl geschieht dabei allein
unter der Priamisse, so wenige Farbwechsel wie moglich zu verursachen. Wir bezeichnen

die Anzahl der Farbwechsel nach wie vor mit y(I), in unserem Beispiel ist y(I) = 6:

Daae A <% ist, wird diese
Relatorzelle als griin-rot gewertet!

Da c e C < Z ist, wird diese
Relatorzelle als griin-blau gewertet!

—>

L
Y

Jeweils mit einem

Element aus D

beschriftet!
... diese Relatorzelle miissen
wir hingegen als griin-blau
werten, um keine unnotigen Diese Relatorzelle konnen wir
Farbwechsel zu verursachen! entweder als grin-rot oder

als griin-blau werten, ...
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Entsprechend bestimmen wir die Anzahl der Farbwechsel bei roten und blauen einfach
zusammenhidngenden Inseln. Wie im Beweis von Satz 2.9 konnen wir nun beurteilen,

welche von ihnen geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf haben und welche nicht.

Beweisstrategie. Wenn eine Quasischeibe L von K eine einfach zusammenhéingende
Insel enthilt, die nicht geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat, dann kénnen

wir sie durch eine Quasischeibe ersetzen, bei der die folgende Summe X geringer ist:
2 := Anzahl der Inseln + Lénge eines Randwortes

Somit erhalten wir nach endlich vielen Schritten eine Quasischeibe, in der jede einfach

zusammenhingende Insel geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat.

Da das Wort (abc)” zyklisch reduziert ist, enthéilt kein Randweg von K einen Stachel, und
wir finden einen Teilgraphen L < K, der eine Quasischeibe von K ist. Wir arbeiten fortan

nicht mehr mit dem van-Kampen-Diagramm K sondern mit dem Teilgraphen L < K.

Nehmen wir an, beispielsweise eine griine einfach zusammenhéngende Insel I hat nicht

geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf. Es gilt also y(I) < ny(A,C;D).

Fall 1: y(I)=0

Wir verfahren mehr oder weniger wie im Beweis von Satz 2.9: Jeder Randweg von [
verlauft entweder nur durch griin-rote, und griin-rot gewertete, oder, wie im folgenden

Beispiel, nur durch griin-blaue, und griin-blau gewertete, Relatorzellen:

o

-~

I

Mit einem d € D
beschriftet!

60



§3.3

Behauptung: Kein Randweg von I verlauft nur durch griin-graue Relatorzellen.

Wenn ein Randweg von I nur durch griin-graue Relatorzellen verlauft, dann folgt aus der
Tatsache, dass L ein Scheibendiagramm ist, das keine grauen Inseln enthéilt und dessen

graue Kanten ausschliefllich im Rand liegen, dass I die einzige Insel von L ist. Da aber

1 +1

jedes Randwort von L mindestens ein a*!, mindestens ein 5*! und mindestens ein ¢
enthilt, muss es insbesondere eine griin-graue Relatorzelle geben, deren graue Kante

mit einem b beschriftet ist. So eine gibt es aber nicht, es folgt die Behauptung. [l

Wir wéhlen einen beliebigen Randweg y. Jede griin-graue Relatorzelle R, durch die y

verlauft, zerschneiden wir wie folgt:

Je nach dem, ob die graue Kante im Rand von R mit einem c oder einem d € D beschriftet
ist, wahlen wir ein nichtleeres Wort w € Z* U Z ™ mit w =z ¢ oder w =z d. AnschlieBend
wahlen wir eine Jordankurve, die, abgesehen von ihren beiden Endpunkten, vollstandig
in der Relatorzelle R verlduft und die L-Ecke v1, an der die graue Kante beginnt, mit der

L-Ecke v, an der die graue Kante endet, verbindet.

An |w|-1 verschiedenen Punkten im Inneren der Jordankurve fiigen wir jeweils eine neue
L-Ecke ein. Die Abschnitte der Jordankurve, die zwischen zwei L-Ecken liegen, werden
zu neuen L-Kanten, die so orientiert und beschriftet werden, dass wir entlang des neuen

L-Kantenweges von v1 nach vg das Wort w ablesen konnen.

Die Relatorzelle R wird auf diese Weise in zwei Zusammenhangskomponenten von E2 — L
zerschnitten: Die eine ist eine Relatorzelle mit einem Randwort in Z4 ..z, die andere

eine Relatorzelle mit einem Randwort in Z ... oder Zx._.p.

C C c
o

Z N A NG

d d d
Wenn wir nun den Graphen I' und die Féarbung der euklidischen Ebene E? entsprechend

ergidnzen und die unwesentlich deformierte Insel I betrachten, dann erkennen wir, dass
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jeder Randweg nur durch griin-blaue Relatorzellen verlauft.

Wenn wir schlieBlich die Insel I wie im Beweis von Satz 2.9 entfernen, dann kénnen wir
unter Verwendung der Behauptung im grauen Késtchen auf Seite 61 einsehen, dass sich
die Anzahl der Inseln insgesamt verringert hat. Der Rand von L unverédndert geblieben

ist, entsprechend hat sich X verringert.

Fall 2: y(I)>0

Wie schon im ersten Fall, verfahren wir auch in diesem Fall mehr oder weniger wie im
Beweis von Satz 2.9: Wieder wihlen wir einen Randweg y von I, wieder erhalten wir
eine Folge y1,7s2,...,Yy1) von Teilwegen, von denen jeder einzelne entweder nur durch
griin-rote, und griin-rot gewertete, oder nur durch griin-blaue, und griin-blau gewertete,
Relatorzellen verlauft, wieder gibt es u1,us,...,u (1), die abwechselnd in A und C enthal-
ten sind, sodass, fiir jedes i € {1,2,...,x(I)}, in(y;) =y u; gilt, und wieder wihlen wir ein

1€{1,2,...,x(I)} mit u; € D aus.

v (siehe unten)

Kantenweg y;

N v7 (siehe unten)

Behauptung: Wenn y; nur eine einzige ['-Kante enthélt ist, dann verléduft diese einzige

I'-Kante keinesfalls durch eine griin-graue Relatorzelle mit einem Randwort in Zg .p.

Der Teilweg y; verlauft von einem Farbwechsel bis zum néchsten Farbwechsel. Wenn die

einzige I'-Kante von y; durch eine Relatorzelle mit einem Randwort in %4 ..p verlauft,
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dann kénnen wir diese griin-graue Relatorzelle umwerten und y(I) um 2 verringern. Dies
ist aber nicht moglich, da wir die griin-graue Relatorzelle bereits unter der Pramisse, so
wenige Farbwechsel wie moglich zu verursachen, als griin-rot oder als griin-blau gewertet

haben. Es folgt die Behauptung. [l

Je nach dem, ob die L-Ecken vy, an der y; beginnt, und vg, an der y; endet, auf dem Rand
von L liegen oder nicht, unterscheiden wir nun drei Fille: Im ersten Fall nehmen wir
an, dass weder v; noch ve auf dem Rand von L liegen. Dies hat zur Folge, dass weder
v1 noch ve mit grauen Kanten inzidieren und wir im Wesentlichen wie im Beweis von
Satz 2.9 verfahren kénnen. Die beiden anderen Fille, insbesondere der dritte, in dem
wir annehmen, dass sowohl v; als auch vg auf dem Rand von L liegen, verdienen neue
Argumente. Wir gehen in allen drei Fillen davon aus, dass y; nur durch grin-rote, und

griin-rot gewertete, Relatorzellen verlauft.

Fall 2.1: Wenn weder v noch vg auf dem Rand von L liegen, dann ersetzen wir zunédchst
jede griin-graue Relatorzelle R, durch die y; verléduft, durch eine Relatorzelle mit einem
Randwort in Z4 .4 und eine Relatorzelle mit einem Randwort in Z4 .., oder Zq _p.

Dies geschieht so, wie wir es im ersten Fall beschrieben haben.

U2

\

.

Da weder v1 noch v auf dem Rand von L liegen, ist
keine dieser vier Relatorzellen griin-grau gefarbt!

Damit erreichen wir, dass der neue Teilweg y; nur noch durch griin-rote Relatorzellen

verlauft. Fiir das Element u; € D gilt also in(y;) =y u; und out(y;) =x u;. Nun ersetzen wir
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die grin-roten Relatorzellen, durch die y; verlauft, wie im Beweis von Satz 2.9 durch eine

Relatorzelle mit einem Randwort in 24 .. x und eine Relatorzelle mit einem Randwort in

Ry . 7.

Insel J

Wie im Beweis von Satz 2.9 hat sich y(I) um 2 verringert, die Anzahl der Inseln hat sich
jedoch um 1 erhoht. Man beachte, dass aufgrund der Tatsache, dass weder v; noch vg mit
grauen Kanten inzidieren, tatséchlich nur eine blaue Insel J und nicht etwa noch eine

weitere neue rote Insel entstanden ist.

Fall 2.1.1: Wenn mittlerweile y(I) = 0 ist, dann entfernen wir die Insel I so, wie es in
Fall 1 beschrieben ist. Insbesondere wird dabei auch die Insel J mit mindestens einer
urspriinglich bestehenden blauen Insel verbunden und die Anzahl der Inseln insgesamt

verringert. Der Rand von L bleibt unveréindert, entsprechend verringert sich X.

Fall 2.1.2: Wenn aber nach wie vor y(I) > 0 ist, dann verfahren wir genau wie im Fall 2.2
des Beweises von Satz 2.9, den wir auf Seite 34 finden: ,,... wdhlen wir einen Randweg
Y so, dass zwischen der letzten und der ersten I'-Kante ein Farbwechsel stattfindet. Wir
bezeichnen die I'-Kante, die zwischen der Insel I und der Insel J verlduft, mit e und den
Teilweg von vy, der die I'-Kante e und ihre beiden Nachbarkanten enthdlt, mit ¥. Nach
Konstruktion verlaufen alle drei I'-Kanten von ¥ durch griin-blaue Relatorzellen. Wie oben
losen wir die Insel I entlang des Teilweges ¥ von ihrem Rand, ziehen sie zusammen und
fiigen auf dem Rand der zusammengezogenen Insel I, wo nétig, neue K-Ecken ein. Die drei
griin-blauen Relatorzellen, durch die ¥ urspriinglich verlief, sind nun zu einer einzigen

Relatorzelle mit einem Randwort in Ry .z verbunden.”
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Die Insel J wird mit mindestens einer urspriinglich bestehenden blauen Insel verbunden.
Somit gilt, dass sich y(I) nach wie vor um 2 verringert und sich die Anzahl der Inseln

insgesamt zumindest nicht mehr erhoht. Der Rand von L bleibt unverandert.

Fall 2.2: Wenn genau eine der beiden L-Ecken v{ und vg auf dem Rand von L liegt, dann

verfahren wir wie im Fall 2.1, mit einer Besonderheit:

In diesem Fall wihlen wir ¥ nicht mehr unbedingt als denjenigen Teilweg von 7y, der
die I'-Kante e und ihre beiden Nachbarkanten enthélt, sondern nur noch als denjenigen,
der die I'-Kante e und diejenigen Nachbarkanten enthélt, die nicht durch griin-graue

Relatorzellen verlaufen, wovon es mindestens eine gibt.

Von dieser Besonderheit abgesehen verfahren wir aber genau wie in Fall 2.1 und erreichen

auch hier entweder wie in Fall 2.1.1, dass sich die Anzahl der Inseln verringert, oder wie
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in Fall 2.1.2, dass sich die Anzahl der Inseln zumindest nicht erhoht und sich y(I) um 2

verringert. Der Rand von L bleibt jedenfalls unveréandert.

Fall 2.3: Wenn allerdings sowohl vy als auch vy auf dem Rand von L liegen, dann kénnen
wir dieses Verfahren nicht mehr unbedingt anwenden, da wir damit rechnen miissen,

dass beide Nachbarkanten von e durch griin-graue Relatorzellen verlaufen:

Stattdessen vermeiden wir, dass die Insel ¢/ iiberhaupt entsteht!

Fall 2.3.1: Wenn v; = vy ist, d.h. wenn vy; ein geschlossener Kantenweg ist, dann folgt

daraus in(y;) =g 1 und, mit Satz 2.9, in(y;) =y 1.

Kantenweg y;

Wir kénnen also alle von y; umschlossenen L-Ecken und L-Kanten aus L entfernen und

stattdessen ein van-Kampen-Diagramm fiir in(y;) einkleben, wobei jede Kante mit einem
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Element aus % beschriftet ist und jede Relatorzelle eine definierende Relation vom Typ

Ray als Randwort hat.

Wenn wir nun den Graphen I' und die Féarbung der euklidischen Ebene E? entsprechend
erginzen, dann erkennen wir, dass sich die Anzahl der Inseln verringert. Das Randwort

von L verdndert sich nicht, entsprechend verringert sich Z.

Fall 2.3.2: Wenn v; # vg ist, dann ersetzen wir zunichst jede griin-graue Relatorzelle R,
durch die y; verlduft, durch eine Relatorzelle mit einem Randwort in Z4 .. und eine
Relatorzelle mit einem Randwort in Z4 .., oder Z4 ..p. Dies geschieht so, wie wir es im

ersten Fall beschrieben haben.

Kantenweg y;

(nach der oben beschriebenen Verinderung)

Nun zerlegen wir die Quasischeibe L von K in zwei van-Kampen-Diagramme, indem wir

L entlang y; zerschneiden, das Diagramm, das die Insel I enthilt, wie in der folgenden
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Abbildung angedeutet, von dem anderen Diagramm wegziehen und, wo notig, neue Ecken

einfiigen.

Es entstehen zwei neue

van-Kampen-Diagramme!

Es entstehen zwei neue van-Kampen-Diagramme, der Rand des einen enthilt die griitnen
L-Kanten, entlang derer wir in(y;) ablesen konnen, der Rand des anderen enthilt die
roten L-Kanten, entlang derer wir out(y;) ablesen kénnen. Indem wir an das eine der
van-Kampen-Diagramme eine Relatorzelle mit einem Randwort in Z#..p und an das
andere eine Relatorzelle mit einem Randwort in Z4 .p ankleben, wird mindestens eines
der beiden zu einer neuen Quasischeibe von K. Eine solche ist es, die wir fortan mit L

bezeichnen.

Jeweils mit u; € D
beschriftet!
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Wir passen den Graphen I und die Fiarbung der euklidischen Ebene E2 entsprechend an

und tiberpriifen, ob sich die Summe X tatséichlich verringert hat:

Fall 2.3.2.1: Wenn y; urspriinglich mindestens eine griin-rote Relatorzelle durchlief, dann
hat sich die Anzahl der Inseln um mindestens 1 verringert. Da sich aber die Linge des

Randwortes nicht erhoht hat, verringert sich X.

Fall 2.3.2.2: Wenn das aber nicht der Fall war und y; urspriinglich nur durch griin-graue
Relatorzellen verlief, dann sind beim Zerlegen der urspriinglichen Quasischeibe L zwei
van-Kampen-Diagramme entstanden, von denen das eine genauso viele Inseln wie L und
das andere nur eine einzige Insel enthailt.

Da, wie wir oben gesehen haben, jedes Randwort einer Quasischeibe mindestens ein a*!,

mindestens ein 5*! und mindestens ein ¢*!

enthilt, enthilt jede Quasischeibe mehr als
eine Insel. Daraus folgt, dass das van-Kampen-Diagramm mit nur einer einzigen Insel
keine Quasischeibe ist, L also nur das andere van-Kampen-Diagramm sein kann und

somit genauso viele Inseln wie zuvor enthélt.

Die Liange des Randwortes verringert sich jedoch: Wie wir oben gesehen haben, verlief y;
urspriinglich, fiir den Fall, dass es nur eine einzige I'-Kante enthielt, keinesfalls durch
eine Relatorzelle mit einem Randwort in Za.p. Daa€ A —D und ¢ € C — D ist, konnen
wir ebenso ausschlielen, dass es durch eine Relatorzelle mit einem Randwort in Zay ..,
oder Za ... verlief. Also enthielt y; urspriinglich mehr als eine Kante. Die Linge des

Randwortes von L verringert sich also, entsprechend verringert sich .

Damit ist auch der zweite Fall abgeschlossen, denn wir kénnen die beschriebene Prozedur
wiederholt auf I anwenden: Nach endlich vielen Schritten verringert sich X. Erinnern wir

uns nun an die Beweisstrategie!

Beweisstrategie. Wenn eine Quasischeibe L von K eine einfach zusammenhingende
Insel enthilt, die nicht geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat, dann kénnen
wir sie durch eine Quasischeibe ersetzen, bei der X geringer ist. Somit erhalten wir nach
endlich vielen Schritten eine Quasischeibe, in der jede einfach zusammenhingende Insel

geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat.

Wenn I' nicht zusammenhéingend ist, dann gibt es eine Zusammenhangskomponente I'y

von I, die beziiglich der im Beweis von Satz 2.9 definierten partiellen Ordnung minimal
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ist. Da aber alle I'-Ecken, die auf dem Rand von L liegen, in einer gemeinsamen Zusam-
menhangskomponente enthalten sind, liegt keine einzige I'g-Ecke auf dem Rand von L.
Wie im Beweis von Satz 2.9 verteilen wir Gewichte auf die I'g-Ecken und uiberzeugen uns
davon, dass das Gesamtgewicht wieder gleich 27 ist und das Gewicht einer jeden I'g-Ecke

nichtpositiv ist. /

Der Graph I' muss also zusammenhéingend sein, folglich muss auch jede Insel einfach
zusammenhidngend sein. Da der Graph I' nichtleer ist, konnen wir das bekannte Spiel
durchfithren: Wir verteilen Gewichte auf die I'-Ecken und iiberzeugen uns davon, dass
das Gesamtgewicht wieder gleich 27 ist und das Gewicht einer jeden I'-Ecke, die nicht

auf dem Rand von L liegt, nichtpositiv ist.

Bemerkung. Dass die Summe der Gewichte der I'-Ecken, die auf dem Rand von L liegen,

tatsdchlich positiv sein kann, illustriert das folgende Beispiel:

Quasischeibe L

Jeweils mit einem
Element aus D
beschriftet!

Wenn hier namlich <x(A,B;D) = § und <y (A,C;D) = <z(B,C;D) = 7 ist, dann kann das

Gesamtgewicht der I'-Ecken, die auf dem Rand von L liegen, bis zu 7w betragen:

Gesamtgewicht(aL)59'2n—21-n+5-g+3-%+3-% =7
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Um das Gesamtgewicht der I'-Ecken, die auf dem Rand von L liegen, in der allgemeinen

Situation abzuschétzen, wenden wir das Gewichtslemma an. Das geschieht wie folgt:

Wenn wir den Rand von L einmal mit einer fest gewéhlten Orientierung umlaufen, dann
erhalten wir eine zyklisch angeordnete Folge I1,1s,...,I, von Inseln, die nacheinander
den Rand von L beriihren. Fiir jedes % € {1,2,...,n} bezeichnet v; € Ny die Anzahl der

Farbwechsel im entsprechenden Abschnitt des Randverlaufes der Insel ;:

Mit einem
Element aus D
beschriftet!

b*w
c

3 Farbwechsel 1 Farbwechsel
>v3=3 >vs=1

L@

Bei der Abschitzung des Gesamtgewichts der I'-Ecken, die auf dem Rand von L liegen,

arbeiten wir aulerdem mit den folgenden Bezeichnungen:

U1,02,...,Um Die I'-Ecken, die auf dem Rand von L liegen.

Winkel(-) Fir jede Insel I bezeichnet Winkel(I) entweder <(x(A,B;D)
oder <ty (A,C;D) oder <z(B,C;D), und zwar je nach dem, ob
es sich bei I um eine rote, eine griine oder eine blaue Insel

handelt.
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Nun kénnen wir beobachten:

Gesamtgewicht(0L) <m - 271 — % val(v;)- 7w+ i v, - Winkel (1)
i=1 k=1

n
=-n-n+ Y vp-Winkel(Ip)
k=1

<-n-m+ i max{vy,1}- Winkel (1)
k=1

Um das Gewichtslemma anzuwenden, konstruieren wir ein Wort 0 tiber den Buchstaben
x, ¥ und z, indem wir mit dem leeren Wort beginnen und dann nacheinander, fiir jedes
k€{1,2,...,n}, genau max{vy,1} Exemplare eines der drei Buchstaben x, y und z an das

bisherige Wort anhéngen:

Falls I, eine rote Insel ist, dann hingen wir max{v;, 1} Exemplare des Buchstabens x an,
falls I}, eine griine Insel ist, dann max{v;, 1} Exemplare des Buchstabens y, falls I, eine
blaue Insel ist, dann max{vy,1} Exemplare des Buchstabens z. In der obigen Abbildung

erhalten beispielsweise das Wort 0 = xxxyyyzzzxyxxyyyzxzzxxzz.

Wir iiberlassen es dem Leser als Fingeriibung, zu zeigen, dass das Wort 10 hochstens einen
Block mit Charakteristik 1 und sonst ausschliefllich Blocke mit Charakteristik 0 enthélt.

Somit ist es 0-speziell, und folglich e-speziell fiir jedes £ = 0 im Sinne von Definition 3.7.

SchlieBlich definieren wir einen Monoid-Homomorphismus g : {x,y,z}* — (R, +) durch die
Zuordnungen g(x) := <x(A,B;D), g(y):=<y(A,C;D) und g(z) := <z(B,C;D).

Damit erfiillt g die beiden Voraussetzungen des Gewichtslemmas:

g(x), g(»), g(2)€ [0,Z]

gx)+gy)+gl)=n

Wahlt man € := 71— g(x) — g(y) — g(z2) = 11— Z(A) = 0, so ist w0 ein e-spezielles Wort. Wir

konnen also das Gewichtslemma anwenden und erhalten:
n
Gesamtgewicht(0L) < —n-m+ Y max{vy,1}- Winkel(I})
k=1
=-n-m+gW)<2n

Das Gesamtgewicht aller I'-Ecken kann daher nicht 27 betragen. 4 U

72



§3.4

3.4 Die Verallgemeinerung von Satz 3.2

Satz 3.11 (Verallgemeinerung von Satz 3.2) Der Colimes eines hyperbolischen nicht-

ausgearteten Dreiecks von Gruppen enthdlt eine nichtabelsche freie Untergruppe.

Beweis. Sei A ein hyperbolisches nichtausgeartetes Dreieck von Gruppen mit Colimes G
(genau wie in Definition 1.9). Wir setzen o. B. d. A. voraus, dass Z diejenige Eckengruppe
ist, in der die beiden angrenzenden Kantengruppen den kleinsten Winkel einschlieen.
Es gilt also:

<z(B,C;D) < %

Nach Voraussetzung gibt es eina € A—D, ein b€ B—D und ein ¢ € C —D. Wir werden
zeigen, dass die beiden Elemente (abc)” € G und (acb)™ € G fiir hinreichend grofles n € N

eine nichtabelsche freie Untergruppe erzeugen.

Als hinreichend grof3 wird sich n :=6- [%] + 3 erweisen, wobei € := 1 — 2(A) > 0 ist. Eine
kleine Nebenrechnung zeigt, dass, unabhéingig von der genauen Grofle der drei Winkel,
stets € = 4—12 erfiillt ist und somit n := 6-42 + 3 = 255 eine fiir jedes hyperbolische Dreieck

von Gruppen geeignete Wahl ist.

Um zu zeigen, dass die beiden Elemente (abc)” € G und (acb)” € G eine nichtabelsche
freie Untergruppe erzeugen, betrachten wir den durch die Zuordnungen y(x) := (abc)”

und ¥(y) :=(acb)” gegebenen surjektiven Homomorphismus:
v :F(x,y)— gpl(abe)*,(ach)") <G

Es geniigt nun, zu zeigen, dass der Homomorphismus 1 nicht nur surjektiv sondern auch
injektiv ist. Nehmen wir also an, vy ist nicht injektiv. Dann gibt es ein zyklisch reduziertes
Wort w’ iiber x und y sowie deren Inversen, das ein nichttriviales Element von ker(y)
beschreibt.

Sei w” das Wort iiber a, b und c sowie deren Inversen, das entsteht, wenn wir im Wort
w' die Buchstaben x und x~! durch (abc)” und (abc)™" sowie die Buchstaben y und y~!

durch (acb)” und (acb)™" ersetzen. Es gilt w” =g y(w') =g 1.

Wenn wir das Wort w” zyklisch reduzieren, dann erhalten wir ein Wort w'”, fiir das auch

w'" =g 1 gilt. Da w' ein nichttriviales Element von ker(y) beschreibt, sind w’ und somit

! n

auch w” nichtleer. Beim Ubergang von w” zu w'’ finden allenfalls an den Stellen, an

denen zwei Teilwérter der Form (abc)?, (abe)™™, (acb)™ oder (acb)™™ aufeinandertreffen,
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Kiirzungen statt, und zwar von jeweils hochstens einem Buchstaben. Also ist auch w’”

nichtleer.

Wir werden nun mit dem Wort w'’ weiterarbeiten und schreiben w statt w'”’

.Daw=¢1
ist, gibt es fiir w ein van-Kampen-Diagramm K beziiglich der im Beweis von Satz 3.9
eingefithrten erweiterten Prasentierung &2 = %(a,b,c) des Colimes G. Wieder fithren wir

die folgenden beiden Vorbereitungsschritte durch:

Vorbereitungsschritt 1: ,Wieder definieren wir einen Graphen T’ = T'(K),

wieder farben wir das van-Kampen-Diagramm K und die Relatorzellen.”

Neuer Vorbereitungsschritt 2: ,Wir kénnen o. B.d. A. voraussetzen, dass

es eine Quasischeibe L von K gibt, in der jede einfach zusammenhdngende

Insel geniigend Farbwechsel in ihrem Randverlauf hat.“

/

Tatséchlich lassen sich beide Vorbereitungsschritte auch in dieser Situation durchfiihren:

Die nidheren Erldauterungen zum ersten Vorbereitungsschritt konnen wir unveréandert aus
dem Beweis von Satz 3.9 iibernehmen, und auch beim zweiten Vorbereitungsschritt muss

lediglich die Voriiberlegung neu angestellt werden:

Voriiberlegung. Im vorliegenden Beweis ist K ein van-Kampen-Diagramm fiir das Wort
w, jedes Randwort von K ist eine zyklische Permutation von w oder w™!. Im Gegensatz
zum Beweis von Satz 3.9 kann es hier allerdings auch ein Teilwort eines Randwortes von

1

K geben, dessen Linge grofBer als 2 ist und in dem nicht mindestens ein a*', mindestens

ein 5*! und mindestens ein ¢*! vorkommen, das also ,unir® oder ,bindr® ist.

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht, welche ,maximalen bindren“ Teilworter, deren
Lange grofler als 2 ist, beim Aufeinandertreffen von (abc)”®, (abc) ™ und (acd)?, (acb)™

entstehen kénnen:

(abe)? (abe)™ (acd)? (ach)™
(abe)? — — c|ac bc|b_1c_1
(abe)™ — — c o7t eb b7la7l|p?
(acd)? b |ab cb | c 171 — —
(ach)™ | b7 1c1 | be c¢la! | ¢! — —
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Behauptung: Wenn L eine Quasischeibe von K ist, dann enthilt jedes Randwort von L

1 1

mindestens ein a*!, mindestens ein 5*! und mindestens ein ¢*!.

Wenn es eine Quasischeibe L von K mit einem Randwort gibt, das kein c¢*! enthélt,
dann gilt, wie wir der Tabelle entnehmen konnen, nx(A,B;D) < 3, = nx(A,B;D) = 2,

= <Ix(A,B;D) = n, was in Dreiecken von Gruppen nach Lemma 2.6 nicht moglich ist.

Wenn es eine Quasischeibe L von K mit einem Randwort gibt, das kein b*! enthilt, dann

kénnen wir eine entsprechende Uberlegung anstellen.

Wenn es eine Quasischeibe L von K mit einem Randwort gibt, das kein a*! enthilt, dann
gilt jedoch, wie wir der Tabelle entnehmen konnen, nz(B,C;D) < 4, = <z(B,C;D) = %,

was aber unserer anfianglichen Beobachtung <z(B,C;D) < 3 widerspricht. [l

Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir auch die ndheren Erlduterungen zum zweiten
Vorbereitungsschritt iibernehmen und o. B. d. A. voraussetzen, dass es eine Quasischeibe
L von K gibt, in der jede einfach zusammenhingende Insel geniigend Farbwechsel in

ihrem Randverlauf hat.

Mit derselben Begriindung wie im Beweis von Satz 3.9 erhalten wir schliellich, dass der
Graph I' = I'(L) zusammenhéngend und jede Insel einfach zusammenhéngend ist. Da der
Graph I nichtleer ist, konnen wir das bekannte Spiel durchfiihren: Wieder verteilen wir
Gewichte auf die I'-Ecken und iiberzeugen uns davon, dass das Gesamtgewicht gleich 2n
ist und das Gewicht einer jeden I'-Ecke, die nicht auf dem Rand von L liegt, nichtpositiv

ist.

Um nun das Gesamtgewicht der I'-Ecken, die auf dem Rand von L liegen, abzuschétzen,
wenden wir erneut das Gewichtslemma an. Wie im Beweis von Satz 3.9 konstruieren wir

dafiir ein Wort @ iiber den Buchstaben x, y und z.
Behauptung: Das Wort  ist e-speziell.

Wenn §() < 1 ist, dann ist nichts zu beweisen. Und auch, wenn {(i0) = 2 ist, miissen wir
uns nur davon iiberzeugen, dass € > 0 ist, was hier der Fall ist. Die Bedingung an die
Liange von  ist zwangslaufig erfiillt, da Woérter mit Charakteristik 2 stets mehr als 4

Buchstaben enthalten. Wir kénnen also o. B. d. A. voraussetzen, dass y(i) = 3 ist.
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Da L eine Quasischeibe von K ist, gibt es einen Randweg y von L, entlang dessen wir
das in Definition 3.10 beschriebene Teilwort v oder die Verkettung des in Definition 3.10

beschriebenen Teilwortes v mit einem Erzeugenden d € D ablesen konnen.

Sprechweise. Falls wir entlang y nur das Teilwort v ablesen konnen, bezeichnen wir
die I'-Ecke, an y beginnt und endet, als Nahtstelle. Andernfalls iiberlegen wir uns, dass
die letzte L-Kante von y, entlang derer wir das Erzeugende d € D ablesen konnen, im
Rand einer eindeutig bestimmten Relatorzelle R vom Typ Z9 —~p, Za—p oder Zz_p
enthalten ist. Dann bezeichnen wir die I'-Kante, die durch R verliuft, inklusive der mit

ihr inzidierenden I'-Ecken als Nahtstelle.

Wenn v ein ,maximales bindres“ Teilwort enthélt, dessen Léinge grofler als 2 ist, dann
gibt es innerhalb dieses Teilwortes eine wohldefinierte Stelle, an der zwei Endstiicke von
(abe)?, (abe)™ und (ach)?, (acb)™™ aufeinandertreffen. In der Tabelle auf Seite 74 sind
diese Stellen durch einen senkrechten Strich gekennzeichnet. Die I'-Ecken, an denen die

entsprechenden grauen Kanten aufeinandertreffen, nennen wir kritisch.

Wenn der Rand von L genau % kritische Ecken enthilt, dann enthélt v mindestens 2 — 1
Exemplare der Faktoren (abc)”, (abc)™, (ach)™ und (acb)™" vollstindig, abgesehen von

einer moglichen Kiirzung des ersten und des letzten Buchstabens, und es gilt:
lv|=(k-1)-(3n—2)

Betrachten wir nun das Wort i genauer: Ein Block i; von 1 kann iiberhaupt nur dann
positive Charakteristik haben, wenn der entsprechende Abschnitt des Randverlaufes der
Insel I; die Nahtstelle oder eine kritische I'-Ecke durchlduft, d.h. erreicht und wieder

verlasst.

Umgekehrt erhéhen die Nahtstelle und jede kritische I'-Ecke, in dem Fall, dass an sie nur

eine einzige Insel I; grenzt, die Charakteristik des Blockes i0; jeweils um héchstens 1.

Zahlen wir also, wie oft der entsprechende Abschnitt des Randverlaufes der Insel I; die
Nahtstelle oder eine kritische I'-Ecke durchlauft, so erhalten wir eine obere Schranke fiir

die Charakteristik des Blockes ;. Daraus folgt:

J@) =) xw)<k+1
i=1
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Bemerkung. Das folgende Beispiel illustriert, wie durch geringe Distanz zwischen der
Nahtstelle und einer kritischen I'-Ecke auch ein Block 0; = zzzzzzz der Charakteristik 2

entstehen kann:

Nahtstelle

Hier treffen die Endstiicke von
(abe)” und (acb)™™ aufeinander!

Es gilt also j()<k+1, © k= {)—1,und n =6- [%] + 3, woraus schlieBlich folgt:

v|=z(k-1)-(3n—-2)

+ (1-2).(3 (6-[ ]+3)-2)
= (t@)-2)-(18:[1] +7)
=(t@)-2)-(18-[2] +5)+2- y(w)-4
= ({w)-2)-18-[1] +2- ) +1

> (1 @)-2)-5n-[1]+2- ) +1

=5 (y@)-2) m+2 @) +1

Nun kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass an jeder der |v| — 1 vielen I'-Ecken, die
auf dem Rand von L aber nicht auf der Nahtstelle liegen, mindestens ein Farbwechsel
im Randverlauf einer angrenzenden Insel stattfindet. Da jeder dieser Farbwechsel einen

Buchstaben von & induziert, gilt:
y 5 -
W] = |v| - 1>— (f(@)-2)-m+2-§ (W)

Das Wort @ ist also auch dann e-speziell, wenn J(w0) = 3 ist. Damit ist die Behauptung

von Seite 75 bewiesen.
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Schliefllich definieren wir, wie im Beweis von Satz 3.9, einen Monoid-Homomorphismus
g :{x,y,2}* — (R,+) durch die Zuordnungen g(x) := <(x(4,B;D), g(y) := <y(A,C;D) und
g(2):=<1z(B,C;D).

Damit erfiillt g die beiden Voraussetzungen des Gewichtslemmas:

g(x), 8(v), g(z)€ [0,%]
gx)+gly)+g(z)=mn

In unserem Fall ist € gerade so definiert, dass ¢ =7 — Z(A) = 1 — g(x) — g(y) — g(2) gilt. Da,
wie wir oben gesehen haben, i ein e-spezielles Wort ist, konnen wir das Gewichtslemma

anwenden und erhalten:
Gesamtgewicht(0L) < —n-n1+g(W) < 2n

Das Gesamtgewicht aller I'-Ecken kann daher nicht 27 betragen. 4 U
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KAPITEL 4

Nichtsphéarische Dreiecke von

Gruppen und die Tits-Alternative

Im dritten Kapitel haben wir die Existenz nichtabelscher freier Untergruppen in den

Colimites von nichtausgearteten hyperbolischen Dreiecken von Gruppen bewiesen.

Dabei haben wir von der Hyperbolizitidt der Dreiecke massiv Gebrauch gemacht, indem
wir aus den Grundwortern abc und acb, die bei der Abschétzung von Gesamtgewicht(0L)
tendenziell negatives Gewicht ergeben, die Erzeugenden (abc)” und (acbh)” konstruiert
haben.

Durch ihre Liange haben sie in ausreichendem Mafle negatives Gewicht eingebracht, um
die positiven Gewichte an der Nahtstelle und den kritischen I'-Ecken aufzuheben: Das ist
ein Zusammenhang, der durch die technische Formulierung des Gewichtslemmas leider
etwas verschleiert wird! Dieser Ansatz scheint sich jedoch nicht auf euklidische Dreiecke
von Gruppen iibertragen zu lassen, weswegen wir nun einen anderen Ansatz verfolgen
werden, der bereits in den Diplomarbeiten [Lor95] von Steffen Lorenz und [Bre04] von

Dirk Brendel reiche Friichte trug.

Bei der Einfiihrung des Ansatzes von Lorenz und Brendel, der auf den Arbeiten [Sta91]
und [Bri91] fufit, werden wir es uns erlauben, auf einige technische Details zu verzichten

und den Leser an entsprechender Stelle auf die Literatur zu verweisen.
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4.1 Das Erzeugnis dreier Spiegelungen

Am Anfang unserer Bemithungen um die Colimites von nichtausgearteten euklidischen

Dreiecken von Gruppen steht jedoch eine ganz elementare Beobachtung:

Satz 4.1 Es gibt ein nichtausgeartetes euklidisches Dreieck von Gruppen, dessen Colimes

keine nichtabelsche freie Untergruppe enthdlt.

Beweis. Wir wihlen (k,1,m) € {(2,3,6),(2,4,4),(3,3,3)} und betrachten anschlieend das

folgende Diagramm von Gruppen:

Z:(b,c|b2:czz(bc)m:1>

O
B=(b|b%=1) C=(cl|e?=1)
D ={1}
O O
X=(a,b|a®=b%=(ab)=1) A Y =(a,cla?=c?=(ac)=1)

Hierbei ist A = (a|a?=1) zu ergianzen. Die Homomorphismen sind durch a — a, 6 — b
und ¢ — ¢ gegeben, nach dem Satz von Dyck kénnen wir diese Zuordnungen tatséchlich

zu Homomorphismen fortsetzen.

Bevor wir zeigen, dass es sich bei dem Diagramm von Gruppen, nennen wir es A4(k,l,m),
um ein nichtausgeartetes euklidisches Dreieck von Gruppen handelt, untersuchen wir

seinen Colimes.

Zu Beginn des Beweises haben wir k,l,m € N gerade so gewéhlt, dass 7 + 7 + 7= = 7 ist.

Nun betrachten wir drei beliebige Geraden g, g4 und gy in der euklidischen Ebene E2,
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die, wie in der folgenden Abbildung angedeutet, ein Dreieck A < E? mit den drei Winkeln

7> 7 und 7~ begrenzen:

Dreieck A

8a

Wir bezeichnen die Spiegelungen an den Geraden g,, gpg und g, mit den Buchstaben a,

pB und vy, und betrachten die von ihnen erzeugte Untergruppe:
U:=(a,B,y) = Isom([Ez)

Behauptung: Der Colimes G von A4(k,l,m) ist isomorph zu U.

Wir begniigen uns an dieser Stelle mit einer Beweisskizze, die in [CgRR08, Beweis von
Satz 3.18], zumindest fir den Fall (k,l,m) = (2,4,4), detailliert ausgefiihrt wird. Doch
auch die beiden anderen Fille (k,I,m) = (2,3,6) und (k,/,m) = (3,3,3) kann man mit den

dort vorgebrachten Argumenten beweisen.
Fiir den Colimes G von A4(k,1, m) gilt:
G= <a, b, c |a2=b2=cz=(ab)k =(ac) =(be)" =1 >

Nun definieren wir einen Homomorphismus ¢ : G — U durch die Zuordnungen ¢(a) := a,
@(b) := B und ¢(c) =y. Wir beobachten:

* Da a, B und y Spiegelungen sind, ist a® = g2 =y% =1.

* Da die Produkte af, ay und Sy Rotationen mit den Drehwinkeln 217”, 27” und %” um

jeweils einen der drei Eckpunkte von A sind, ist (af)* = (oc)/)l =(By)" =1.
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Nach dem Satz von Dyck konnen wir die Zuordnungen also zu einem Homomorphismus

fortsetzen, dieser ist nach Konstruktion surjektiv. Wir zeigen, dass er auch injektiv ist.

Das Dreieck A ist, wovon man sich leicht iiberzeugen kann, ein Fundamentalbereich der
Operation von U auf der euklidischen Ebene E2. Die Bilder der Ecken und Kanten von A

realisieren einen Graphen I'.

Zu jedem Wort u iiber a, f und y konstruieren wir eine Galerie, die A mit u A verbindet:
Hierzu bilden wir die Folge (u; ® A)ic(0.1,... n:=[ul)» WObei u; gerade das Préfix von u mit
Lange i ist. Umgekehrt finden wir zu jeder in A beginnenden Galerie aber auch genau
ein Wort iiber a, B und vy, das diese Galerie erzeugt. Betrachten wir zum Beispiel den Fall

(k,l,m)=(2,4,4) und das Wort u :=y-B-a-y-B-y-B-y-a-y-B-y-B-v-av-p-y-a:

Y

Beginn der
Galerie mit:

Ende der
Galerie mit:

Up =Ujy| = U

Es wird sich als vorteilhaft erweisen, anstelle einer Galerie einen Kantenweg in dem zu

I' dualen Graphen I'* zu betrachten. In unserem Beispiel erhalten wir schlief3lich:

82



§4.1

Ziel unserer Uberlegungen ist es, zu zeigen, dass ¢ : G — U injektiv ist. Sei also g € ker(¢p)
und w ein Wort iiber a, b und ¢ sowie deren Inversen mit w =g g. Da a, b und ¢ zu sich
selbst invers sind, konnen wir an dieser Stelle sogar o.B.d. A. davon ausgehen, dass w
ein Wort iiber a, b und c ist. Sei ¢(w) € {a, B,y}* das buchstabenweise berechnete Bild von
w. Da ¢(w) =y o(w) =y ¢(g) =y 1 ist, induziert ¢(w) eine geschlossene Galerie und einen

geschlossenen Kantenweg y(w) in I'*.

Man kann leicht einsehen, dass sich y(w) durch sukzessive Anwendung der folgenden
beiden Operationen zum konstanten Weg im Basispunkt, d.h. in der I'*-Ecke, die dem

Fundamentalbereich A entspricht, zusammenziehen lasst:

* Wenn o ein Stachel von y(w) ist, dann kénnen wir ¢ einziehen.

* Wenn 7 ein einfach geschlossener Teilweg von y(w) ist und o ein Teilweg von 7 ist,
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der im Rand einer einzigen Zusammenhangskomponente K von E2 —T'* verlsuft,
dann konnen wir, wie in der Abbildung angedeutet, o durch den Weg ersetzen, der

den Rand von K auf der anderen Seite entlanglauft.

Die Kantenwege y(w) = y(wo), y(w1), yw2), ..., Y(wn) = y(e), die beim Zusammenziehen
entstehen, werden von Wortern ¢(w;) € {a, B,y}* bzw. w; € {a,b,c}* erzeugt. Jedes Wort
w; geht dabei durch einmalige ,Anwendung* einer definierenden Relation a® =b%=¢2=1

oder (ab)® = (ac) = (be)™ =1 aus dem Wort w;_1 hervor. Also gilt:
wW=wy)=gW1=gW2=Gg..-=gWm=e=¢g1

Folglich gilt auch g =¢ w =g 1, der Homomorphismus ¢ : G — U ist also injektiv. ]

Vermittelt durch den Homomorphismus ¢ : G — U operiert der Colimes G von A4(k,l,m)
durch Isometrien auf der euklidischen Ebene E2. Nun kénnen wir leicht einsehen, dass es
sich bei A4(k,I,m) um ein nichtausgeartetes euklidisches Dreieck von Gruppen handelt.

Die meisten der anzustellenden Uberlegungen sind ohnehin trivial.
1. Behauptung: Der Homomorphismus @ax : A — X ist injektiv.

Da a € G auf der euklidischen Ebene E2 nichttrivial operiert, gilt a #g 1, = a #x 1. Also
gilt a ¢ ker(pax), d. h. der Homomorphismus @x : A — X ist injektiv. V6llig analog zeigt
man, dass auch die anderen Homomorphismen der Kantengruppen in die Eckengruppen

injektiv sind.

84



§4.1

2. Behauptung: Es gilt im(pax)Nnim(ppx) = {1}.

Da @ und b verschieden auf der euklidischen Ebene E2 operieren, gilt a #g b, = a #x b.
Also gilt im(pax)Nim(ppx) ={1,a}n{1,b} = {1}. Vollig analog zeigt man, dass sich auch in
den anderen Eckengruppen die Bilder der angrenzenden Kantengruppen genau im Bild

der Zweizellengruppe schneiden.
3. Behauptung: Es gilt <x(A,B;D) = 7.

Wir betrachten die Gruppe X = (a,b|a2 = b2 = (ab)® = 1). Nach Lemma 2.2 geniigt es,
bei der Bestimmung von nx(A,B;D) nur Produkte zu betrachten, die aus einer geraden
Anzahl von Faktoren, die abwechselnd in A — D und B — D enthalten sind, bestehen. Ein
solches Produkt ist in dieser Gruppe X stets von der Form (ab)" oder (ba)” mit einer

natiirlichen Zahl n € N.

Die Elemente ab € G und ba € G operieren durch Rotationen mit dem Winkel 127” um
ein festes Zentrum auf der euklidischen Ebene E?2, sie haben also Ordnung %. Also haben
auch ab € X und ba € X mindestens Ordnung £, d.h. es gibt kein n € {1,2,...,k — 1} mit
(ab)® =x 1 oder (ba)® =x 1 und folglich gilt nx(A,B;D) = 2k. Da aber (ab)® =x 1 ist, gilt
nx(A,B;D)=2k, > <x(A,B;D)=Z =1

Vollig analog zeigt man, dass auch <y(A,C;D) = % und <z(B,C;D) = % gilt und es sich
somit tatséchlich um ein nichtausgeartetes euklidisches Dreieck von Gruppen handelt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Colimes G von A4(k,l,m) keine nichtabelsche freie

Untergruppe enthélt. Ein niitzliches Werkzeug dafiir ist der Begriff der Auflosbarkeit.

Definition 4.2 (Eigenschaft ,auflosbar®/,virtuell auflosbar®) Eine Gruppe G heif3t
auflosbar, wenn es eine Normalreihe G = No> N1 > Ng > ...> N, _1 > N,, = {1} mit der
Eigenschaft gibt, dass, fiir jedes i €{0,1,2,...,n—1}, die Faktorgruppe N;/Nj.1 abelsch ist.
Eine Gruppe G heifit virtuell auflosbar, wenn sie eine auflosbare Untergruppe U < G mit

endlichem Index |G : U | < co enthdlt.

Aus der Definition ergibt sich sofort, dass jede auflosbare Gruppe auch virtuell auflosbar

ist. Nun gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.3 Sei G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler. Die Gruppe G enthdlt genau

dann eine nichtabelsche freie Untergruppe, wenn N oder G/N eine solche enthalten.

85



Kapitel 4 Nichtsphérische Dreiecke von Gruppen und die Tits-Alternative

Die Idee des folgenden Beweises habe ich von Dirk Brendel iitbernommen:

Beweis. ,<“: Wenn N eine nichtabelsche freie Untergruppe F < N enthilt, dann enthilt
offenbar auch G eine solche Untergruppe. Wenn hingegen G/N eine nichtabelsche freie
Untergruppe F < G/N enthilt, dann wihlen wir zunéchst eine Basis & von F < G/N und
anschlieBend zu jedem x € & einen Reprasentanten & € G. Jedes frei reduzierte Wort iiber
diesen {%|x € X'} sowie deren Inversen reprasentiert ein nichttriviales Element von G/N
und beschreibt folglich ein nichttriviales Element von G. Die Menge X ={FlxeX}c@

ist also Basis einer nichtabelschen freien Untergruppe von G.

»,2=“ Wenn G eine nichtabelsche freie Untergruppe F < G enthilt, der Normalteiler N
aber keine solche enthilt, dann unterscheiden wir zwei Fille: Wenn N N F = {1} ist, dann
enthilt G/N die Untergruppe FN/N = F/(NnF) = F/{1} £ F, also eine nichtabelsche
freie Untergruppe.

Wenn aber H := N N F # {1} ist, dann ist H als Untergruppe der freien Gruppe F' frei und
hat als Untergruppe von N hochstens Rang 1. Da H # {1} ist, ist der Rang sogar genau 1.
H =NnF <F ist somit ein endlich erzeugter Normalteiler einer freien Gruppe und hat,
wie zum Beispiel in [LLS77, Proposition 3.12] bewiesen, endlichen Index |F : H| < co. Es

folgt mit der Formel von Nielsen-Schreier:
1=rk(H)=|F:H|-Ck(F)-1D+1=1+1=24
Der Fall N nF # {1} kann also nicht eintreten, es folgt die Behauptung. [l

Corollar 4.4 Sei G = X xY. Die Gruppe G enthdlt genau dann eine nichtabelsche freie

Untergruppe, wenn X oder Y eine solche enthalten.

Satz 4.5 Wenn eine Gruppe G virtuell auflosbar ist, dann enthdlt sie keine nichtabelsche

freie Untergruppe.

Beweis. Sei G eine virtuell auflosbare Gruppe. Dann gibt es eine Untergruppe U < G mit

endlichem Index |G : U | < oo und eine erweiterte Normalreihe:
G=zU=NoB>N1>Nol>...>N, 1 >N, ={1}

mit der Eigenschaft, dass, fiir jedes i € {0,1,2,...,n—1}, die Faktorgruppe N;/N;,1 abelsch

ist. Da die triviale Gruppe und die abelschen Faktorgruppen sicher keine nichtabelschen
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freien Untergruppen enthalten, konnen wir durch iterierte Anwendung von Lemma 4.3
einsehen, dass keines der N;, insbesondere also auch nicht Ny = U, eine nichtabelsche

freie Untergruppe enthélt.

Angenommen, G enthilt eine nichtabelsche freie Untergruppe F < G. Dann betrachten
wir erneut H := U NF =< G, das als Untergruppe der freien Gruppe F frei ist und als
Untergruppe von U hochstens Rang 1 hat. Wir beobachten:

00> |G:U|=z|(GNF):(UnF)|=|F:H|=|F:{H)|

Den Beweis der Ungleichung |G : U | = |(GNF): (UNF)| iiberlassen wir dem Leser als
Fingeriibung. Fur die Faktorgruppe F/{H ) gibt es eine naheliegende Prisentierung mit
rk(F') = 2 Erzeugenden und rk(H) < 1 definierenden Relationen. Der Freiheitssatz von
Magnus garantiert, dass F'/{ H ) eine freie Untergruppe enthéilt, und somit unendlich ist.
Also gilt:

|F:(HY| =00}

Die Gruppe G enthélt also auch keine nichtabelsche freie Untergruppe. [l

Wir werden nun zeigen, dass der Colimes G von A4(k,l,m) auflosbar ist: Dann ist er auch

virtuell auflosbar und enthalt nach Satz 4.5 keine nichtabelsche freie Untergruppe.
1. Behauptung: Isom(E?) ist auflosbar.

Wir betrachten die folgende Normalreihe:
Ny :=Isom(E?) > Ny := Isom* (E?) > Ny := Trans(E?) > N3 := {1}

Dabei bezeichnet Isom (E?), wie gehabt, die Gruppe der Isometrien, Isom™ (E2) die Gruppe
der orientierungserhaltenden Isometrien und Trans(E?) die Gruppe der Translationen
der euklidischen Ebene E2. Es ist nun eine geometrische Fingeriibung, sich zu iiberlegen,
dass es sich hierbei tatsédchlich um eine Normalreihe handelt und dass die Faktorgruppen
No/Ni =75, Ni/Ny=R/Z und No/N3 = R? allesamt abelsch sind. Es folgt, dass Isom (E2)

auflosbar ist.
2. Behauptung: Untergruppen auflésbarer Gruppen sind auflosbar.

Sei G eine auflosbare Gruppe und U < G eine Untergruppe. Da G auflésbar ist, gibt es
eine Normalreihe G = No > N1 > No &> ... > N,,_1 > N, = {1} mit der Eigenschaft, dass,
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fir jedes i € {0,1,2,...,n — 1}, die Faktorgruppe N;/N;,1 abelsch ist. Davon ausgehend

betrachten wir die folgende Normalreihe:
U=NonU)B(N1nU)ENenU) B ... B (N1 nU) B (N, nU) ={1}

Es ist wieder eine Fingeriibung, sich zu iiberlegen, dass es sich hierbei tatsdchlich um
eine Normalreihe handelt und dass, fir jedes i € {0,1,2,...,n — 1}, auch die Faktorgruppe
(N; nU)/(Nj+1nU) abelsch ist. Es folgt, dass U auflosbar ist.

Damit sind wir am Ziel angekommen: Der Colimes G von A4(k,l,m) ist, wie wir oben
gesehen haben, isomorph zu einer Untergruppe U < Isom(E2). Diese ist als Untergruppe

von Isom (E2) auflsbar, also ist auch G auflésbar. O

4.2 Die Tits-Alternative

Indem wir uns im vergangenen Abschnitt davon uberzeugt haben, dass der Colimes G
von A4(k,l,m) virtuell auflésbar ist, haben wir gezeigt, dass er keine nichtabelsche freie

Untergruppe enthilt.

4.2.1 Die Definition der Tits-Alternative

Eine Frage, die sich an dieser Stelle aufdringt, ist, ob der Colimes eines Dreiecks von
Gruppen, oder zumindest der eines nichtsphérischen Dreiecks von Gruppen, immer dann

virtuell auflosbar ist, wenn er keine nichtabelsche freie Untergruppe enthélt.

Definition 4.6 (Tits-Alternative) Eine Klasse von Gruppen erfiillt die Tits-Alternative,
wenn jede Gruppe dieser Klasse entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe enthdlt oder

virtuell auflosbar ist.!

Die Tits-Alternative ist nach Jacques Tits benannt, der sie in [Tit72] fiir die Klasse der
endlich erzeugten linearen Gruppen nachgewiesen hat. Doch auch andere Klassen von

Gruppen wurden und werden daraufhin untersucht, ob sie die Tits-Alternative erfiillen.

1Um Missversténdnissen vorzubeugen, sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass man gelegentlich auch
sagt, eine Gruppe G erfiille die Tits-Alternative: Damit ist dann nicht nur gemeint, dass die Gruppe G
selbst entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe enthélt oder virtuell auflosbar ist, sondern auch,
dass jede Untergruppe von G diese Eigenschaft hat. Wir arbeiten jedoch mit Klassen von Gruppen und

der entsprechenden Formulierung der Tits-Alternative!
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Howie und Kopteva haben dankenswerterweise in [HKO06] eine kurze Bibliographie zu

diesem Thema zusammengestellt.

Uns interessiert nun, ob die Klasse der Colimites nichtsphéirischer Dreiecke von Gruppen
die Tits-Alternative erfiillt. Es gibt bereits einige Resultate, die Anlass zu vorsichtigem
Optimismus geben.

4.2.2 Nichtsphéarische verallgemeinerte Tetraedergruppen

Definition 4.7 (VI'G) Eine Gruppe G heift verallgemeinerte Tetraedergruppe, kurz VTG,

wenn sie eine Prdsentierung g der folgenden Form hat:
G= <a, b, c ‘ al =b™ =" = (Wi(a, b))’ = (Wa(a,c)? = (W3(b,c) =1 >

Dabei sind die Exponenten l,m,n,p,q,r € N—{1} und, fiir jedes i € {1,2,3}, ist W;(x,y) ein
zyklisch reduziertes Wort iiber x und y sowie deren Inversen, das mindestens ein x*! und
mindestens ein y*1 enthdlt. Wir bezeichnen eine solche Prisentierung im Folgenden als

Tetraederprisentierung.

Bemerkung. Eine VTG G mit der Tetraederprisentierung g ist isomorph zum Colimes

des folgenden nichtausgearteten Dreiecks A5(?g) von Gruppen:

Z=(b,c|b™=c"=(W3(b,c) =1)

B=(b|d"=1) C={clc"=1)

X =(a,b |al =b™=Wi(a,b))’=1)<~—A —>Y =(a,c |al =c"=Wa(a,c)?=1)
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Hierbei ist A = (a|a’ = 1) zu ergianzen. Die Homomorphismen sind durch a — a, b — b
und ¢ — c gegeben, nach dem Satz von Dyck kéonnen wir diese Zuordnungen tatséchlich

zu Homomorphismen fortsetzen.

Dass die Homomorphismen der Kantengruppen in die Eckengruppen injektiv sind und
dass sich in jeder Eckengruppe die Bilder der angrenzenden Kantengruppen genau im
Bild der Zweizellengruppe schneiden, ist zwar nicht trivial, folgt jedoch unmittelbar aus
dem ,Spelling theorem®, sieche zum Beispiel [HK06, Theorem 3.1]. Es handelt sich bei

A5(Zg) also tatsidchlich um ein nichtausgeartetes Dreieck von Gruppen.

Beispiel. Ein Beispiel fiir eine VTG ist der Colimes von A4(%,l,m).

Satz 4.8 (Howie und Kopteva, 2006) Die Klasse der nichtsphdrischen VTG, d. h. der
VTG G, fiir die es eine Tetraederprdasentierung g gibt, sodass A5(Pg) nichtsphdrisch
ist, erfiillt die Tits-Alternative.

Beweis. Siehe [HK06, Theorem 1]. O
Kopteva und Williams kommentieren dieses Resultat in [KWO08, Seite 58] wie folgt:

JIn [HKO06], it was proved that if the angle sum? of the triangle® is strictly less than ©t
then G contains a non-abelian free subgroup. In the same paper the Tits alternative was
proved for a particular class of non-spherical triangles of groups, namely, for non-spherical
generalized tetrahedron groups. In general, it is unknown if this property holds for non-

spherical triangles of groups.

Uns motiviert diese Bemerkung, noch intensiver der Frage nachzugehen, ob die Klasse
der Colimites nichtsphérischer Dreiecke von Gruppen die Tits-Alternative erfiillt. Dabei

wird sich, soviel sei verraten, herausstellen, dass das im Allgemeinen nicht der Fall ist.

Wir konnen die Klasse der Colimites nichtsphérischer Dreiecke von Gruppen jedoch so
einschrinken, dass eine reichhaltige Unterklasse iibrig bleibt, die die Tits-Alternative

erfillt.

2Man beachte, dass in [HKO06] mit der auf Seite 47 beschriebenen Variante des Gersten-Stallings-Winkels
gearbeitet wird, im Endeffekt werden also nur Dreiecke von Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe D
untersucht.

3Man beachte auBerdem, dass in [HKO06] mit nichtausgearteten, genauer mit nicht-ecken-ausgearteten,

Dreiecken von Gruppen gearbeitet wird. Siehe hierzu auch Definition 4.10 und Satz 4.12.
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4.2.3 Sphérische verallgemeinerte Tetraedergruppen

Auch wenn es fiir uns im Moment weniger interessant ist, sei der Vollstandigkeit halber
darauf hingewiesen, dass es grofle Rebel in seiner Dissertation gelungen ist, das Resultat

von Howie und Kopteva auf fast alle VI'G auszuweiten.

Satz 4.9 (groBie Rebel, 2006) Auch die Klasse der sphdrischen VTG, d. h. der VTG G, fiir
die es eine Tetraederprdsentierung Pg gibt, sodass A5(Pg) sphdrisch ist, fiir die aufferdem
(p,q,r)#(2,2,2) gilt, erfiillt die Tits-Alternative.

Beweis. Siehe [gR06], der Beweis von grof3e Rebel beruht auf einer sehr umfangreichen

Fallunterscheidung. U

4.3 Drei verschiedene Ausartungsbegriffe

In Definition 1.10 haben wir festgelegt, was ein nichtausgeartetes Dreieck von Gruppen
ist. Wir werden nun zwei Varianten dieser Definition kennenlernen, die sich insbesondere

fiir die Frage nach der Tits-Alternative als interessant erweisen werden.

Definition 4.10 (Eigenschaft ,nicht-...-ausgeartet®) Sei A ein Dreieck von Gruppen
(genau wie in Definition 1.9). Wenn keiner der sechs Homomorphismen der Kantengruppen
in die Eckengruppen surjektiv ist, dann heif$t A nicht-ecken-ausgeartet. Wenn keiner der
drei Homomorphismen der Zweizellengruppe in die Kantengruppen surjektiv ist, dann
heifst A nicht-kanten-ausgeartet. Wenn keiner der drei Winkel <(x(A,B;D), <y(A,C;D)
und <z(B,C;D) gleich 0 ist, dann heifit A nicht-winkel-ausgeartet.

Hinweis. Die nach Definition 1.10 nichtausgearteten Dreiecke von Gruppen sind genau
die nicht-kanten-ausgearteten. Um keine Verwirrung zu verursachen, werden wir fiir sie

von nun an ausschlieBlich den Begriff ,nicht-kanten-ausgeartet” verwenden.
Satz 4.11 Sei A ein Dreieck von Gruppen (genau wie in Definition 1.9). Dann gelten die

folgenden Implikationen:

A nicht-ecken-ausgeartet < A nicht-kanten-ausgeartet < A nicht-winkel-ausgeartet

91



Kapitel 4 Nichtsphérische Dreiecke von Gruppen und die Tits-Alternative

Beweis. Wenn A nicht-winkel-ausgeartet ist, dann gibt es n := nx(A,B;D) € 2-N viele
Elemente uq,ug,...,u, € X, die abwechselnd in A —D und B —D enthalten sind und deren
Produkt ui-ug-...-u, =x 1ist. Insbesondere gibt es eina € A—D und ein b € B—D. Analog

zeigt man, dass es auch ein ¢ € C — D gibt. Also ist A nicht-kanten-ausgeartet.

Wenn A nicht-kanten-ausgeartet ist, dann gibt es ein a € A—D, ein b € B—-D und ein
ceC-D.DaAnB=0D ist,ist b€ X — A. Analog zeigt man, dassae€e X —B,ceY —A,
a€Y-C,ceZ-BundbeZ-C ist. Also ist A nicht-ecken-ausgeartet. O

Einen Sachverhalt haben wir bislang nur in FuBlnoten gewiirdigt: Howie und Kopteva
arbeiten in [HKO06] gar nicht mit nicht-kanten-ausgearteten, sondern, etwas allgemeiner,

mit nicht-ecken-ausgearteten Dreiecken von Gruppen.

Unsere Entscheidung, zunéchst nur die nicht-kanten-ausgearteten Dreiecke von Gruppen

zu studieren, wird jedoch durch den folgenden Satz legitimiert:

Satz 4.12 Sei A ein nicht-ecken-ausgeartetes Dreieck von Gruppen mit Colimes G (genau
wie in Definition 1.9). Wenn A kanten-ausgeartet ist, dann enthdlt G grundsdtzlich eine

nichtabelsche freie Untergruppe.

Beweis. Wir konnen o.B. d. A. davon ausgehen, dass A =D und somit G = (X xgZ) *cY
ist. Da A nicht-ecken-ausgeartet ist, gibt es ein z € Z—-C, dieses Element ist Repriasentant
einer echten Rechtsnebenklasse C-z € C\(X *g Z). Daneben gibt es ein x € X — B, es ist
sicher kein Element der Eckengruppe Z und daher Repridsentant einer weiteren echten
Rechtsnebenklasse C-x € C\(X *p Z). Somit gilt |(X *g Z) : C| = 3. Nach Voraussetzung
gilt auBBerdem |Y : C| = 2. Wir kénnen also das folgende Lemma 4.13 anwenden, um die

Behauptung zu beweisen. [l

Lemma 4.13 Sei GEX x4Y. Wenn | X :A|=3 und |Y : A| =2 ist, dann enthdlt G eine
nichtabelsche freie Untergruppe.

Beweis. Da | X : A| = 3 ist, gibt es mindestens zwei echte Rechtsnebenklassen von A < X.
Seien also x1,x2 € X aus verschiedenen echten Rechtsnebenklassen. Dann gilt x; e X — A,
x9€X—-Aund x9-x1"1 € X — A. Sei auBerdem y €Y —A. Wir betrachten nun die von den

beiden folgenden Elementen g1,g2 € G erzeugte Untergruppe U :=(g1,82) <G:

=1 -1_ . -
81:=%x1 "y X2 = 81 =Xx2 Y x1
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Behauptung: U < G ist eine freie Untergruppe mit Basis {g1,g2}.

Sei w # e ein frei reduziertes Wort iiber g1 und g9 sowie deren Inversen. Wir miissen
uns nun davon tUberzeugen, dass w nicht das neutrale Element der Gruppe G beschreibt.
Wenn wir in w, das wir von nun an als Produkt in G auffassen, jedes g1*! und jedes go*!
durch das oben angegebene Produkt ersetzen und anschlieBend, wo immer es mdoglich
ist, je zwei benachbarte Faktoren y-y~! gegeneinander kiirzen und je zwei benachbarte
Faktoren x9-x1 ") und x1 -x9~! zu einem Faktor in X — A zusammenfassen, dann erhalten

wir ein Produkt mit n € N Faktoren, die abwechselnd in X — A und Y — A enthalten sind:
W=U1-UQ"... Uy

Dieses Produkt kénnen wir, nachdem wir jeweils ein vollstéandiges Repridsentantensystem
der echten Rechtsnebenklassen von A < X und A <Y gewihlt haben, in eine Normalform
mit n + 1 = 2 Faktoren uberfithren. Da eine solche Normalform nach Satz 1.7 eindeutig
bestimmt ist und die Normalform des neutralen Elements genau einen Faktor enthilt,

kann w nicht das neutrale Element sein. O

4.4 Einige negative Resultate zur Tits-Alternative

4.4.1 Der allgemeine Fall

Dass es leider vermessen war, zu hoffen, die Klasse der Colimites aller nichtsphérischen
Dreiecke von Gruppen erfiille die Tits-Alternative, konnen wir wie folgt einsehen: Wir
wihlen zunichst eine beliebige Gruppe, die weder eine nichtabelsche freie Untergruppe

enthélt noch virtuell auflésbar ist, z. B. Thompsons Gruppe §, und betrachten dann das

AN
/o 12\

folgende Diagramm von Gruppen:
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Die Homomorphismen sind jeweils durch die Indentitat idg : § — § gegeben. Dass es sich
bei dem Diagramm von Gruppen, nennen wir es Ag, um ein Dreieck von Gruppen handelt,

ist also klar.

Da <x(A,B;D)=<y(A,C;D)=<z(B,C;D) =0 sind, ist Ag hyperbolisch. Fiir den Colimes
G von Ag gilt jedoch G = 3§, er enthilt also weder eine nichtabelsche freie Untergruppe

noch ist er virtuell auflosbar.
Wir haben damit bewiesen:

Satz 4.14 Die Klasse der Colimites nichtsphdrischer Dreiecke von Gruppen erfiillt die

Tits-Alternative nicht.

4.4.2 Eine erste Einschrankung

Unser Gegenbeispiel Ag ist winkel-ausgeartet, kanten-ausgeartet und ecken-ausgeartet.
Ferner ist seine Zweizellengruppe D nichttrivial. Es schlieB3t sich die Frage an, wie es um
die Tits-Alternative gestellt ist, wenn wir die Klasse einschrinken, wenn wir uns zum
Beispiel an [HKO06] orientieren und die Klasse der Colimites nicht-ecken-ausgearteter
nichtsphérischer Dreiecke von Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe D untersuchen.

Auch in diesem Fall ist die Antwort negativ!

Um das zu sehen, betrachten wir das folgende Diagramm von Gruppen:

Z=(b,c|b?=c?=1)

O
B=(b|b%2=1) C=(c|c?=1)
D ={1}
O l O
X=Fx(b|b?=1) A=F Y=Fx(cle?=1)
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Hinweis. Wann immer wir mit dem direkten Produkt zweier Gruppen G x H arbeiten,
fassen wir G und H als Untergruppen von G x H auf, indem wir G mit G x {1} <G x H und
H mit {1} x H < G x H identifizieren. Wir werden unsere Notation dabei immer so wihlen,

dass Missverstdndnisse ausgeschlossen sind.

Die Homomorphismen sind durch die Zuordnungen a — a, b — b und ¢ — ¢ sowie durch
Vfe§ : f— f gegeben. Dass es sich bei dem Diagramm von Gruppen, nennen wir es A7, um
ein Dreieck von Gruppen handelt, ist leicht einzusehen. Es ist nicht-kanten-ausgeartet,

somit auch nicht-ecken-ausgeartet, und hat eine triviale Zweizellengruppe D.

Da <«x(A,B;D) = <y(A,C;D) = % und <z(B,C;D) = 0 sind, ist A7 euklidisch. Wenn wir
nun eine Prasentierung § = (3| Z3) wihlen, dann kénnen wir zunéchst beobachten,

dass fiir den Colimes G von A7 gilt:

G=(X3b,c| Rz b2=c®=1,{[b,xl=[c,x]=1|xe X5} ) 2T x (Zy* Zs)

Behauptung: 79 * Z9 enthilt keine nichtabelsche freie Untergruppe.

Es gilt:
Zy%Z3=(x,y |2 =y*=1)

Dax-xy-x=yx=(xy) 'und y-xy-y=yx = (xy)~! sind, ist die von xy € Z * Z9 erzeugte
Untegruppe N :=(xy) < Zg * Z9 sogar ein Normalteiler. Dieser ist zyklisch, also abelsch,
und enthilt somit sicher keine nichtabelsche freie Untergruppe. Aulerdem gilt:

(Zo*Z9)/N=(x,y |s®=y*=1,0y=1)=(x|x®=1)=2,

Da auch (Zs * Z9)/N abelsch ist, enthalten weder N noch (Zg * Z9)/N eine nichtabelsche
freie Untergruppe, nach Lemma 4.3 also auch nicht Zg * Z5. [l

Also enthalten weder § noch Zg * Zg eine nichtabelsche freie Untergruppe, nach Corollar
4.4 also auch nicht § x (Zg * Z9) und somit auch nicht G.
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Behauptung: Untergruppen virtuell auflésbarer Gruppen sind virtuell auflésbar.

Sei G eine virtuell auflésbare Gruppe, H < G eine Untergruppe. Da G virtuell auflésbar
ist, enthalt es eine auflosbare Untergruppe U < G mit endlichem Index |G : U | < co. Wir
betrachten nun die Untergruppe V :=U n H <@, sie ist als Untergruppe von U auflésbar
(siehe die ,,2. Behauptung® auf Seite 87).

AuBerdem gilt fiir alle ~1,ho € H:
U-h1=U-hg o hi-hsteU o hy-hy 'eUnH & (UnH)-hi=UnH)-hsy

Insbesondere ist also:
|H:V|=card{V -h|h e H}

=card{(UnH)-h|h e H}
=card{U -h|h € H}
<card{U-g|ge G}

=|1G:U|<oo
Folglich ist H virtuell auflosbar. U

Da aber § nicht virtuell auflésbar ist, sind es §x(Z2*Z2) und G ebensowenig. Also enthilt

G weder eine nichtabelsche freie Untergruppe noch ist es virtuell auflésbar.

Wir haben damit bewiesen:

Satz 4.15 Weder die Klasse der Colimites nichtsphdrischer nicht-ecken-ausgearteter noch
die Klasse der Colimites nichtsphdrischer nicht-kanten-ausgearteter Dreiecke von Gruppen

erfiillt die Tits-Alternative.

Satz 4.16 Die Aussage von Satz 4.15 gilt auch dann, wenn man sich auf Dreiecke von

Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe D beschrdnkt.

4.4.3 Eine zweite Einschrinkung

Unsere beiden Gegenbeispiele, Ag und A7, sind winkel-ausgeartet, d. h. in beiden Fillen

ist mindestens ein Winkel gleich 0. Wir wenden uns daher den Colimites nichtsphérischer
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nicht-winkel-ausgearteter Dreiecke von Gruppen zu. Was folgt, ist das letzte negative

Resultat dieser Arbeit!

Satz 4.17 Die Klasse der Colimites nichtsphdrischer nicht-winkel-ausgearteter Dreiecke

von Gruppen erfiillt die Tits-Alternative nicht.

Beweis. Wir wihlen (%,l,m) € {(2,3,6),(2,4,4),(3,3,3)} und betrachten anschliefend das

folgende Diagramm von Gruppen:

Z:$X<b,c|b2:c2:(bc)m:1>

B=Fx(b|b%2=1) C=Fx(c|c®=1)
\ S/

D=

X:SX<a,b|a2=b2:(ab)k=1><7A*>Y=§><<a,c|a2:czz(ac)l:1>

Hierbei ist A = § x (a|a® = 1) zu ergénzen. Die Homomorphismen sind, wie oben, durch
die Zuordnungen a — a, b — b und ¢ — c sowie durch Ve § : f — f gegeben. Dass es sich
bei dem Diagramm von Gruppen, nennen wir es Ag, um ein Dreieck von Gruppen handelt,

ist leicht einzusehen.

Da <x(A,B;D) =7, <y(A,C;D) = 7 und <z(B,C;D) = ;- sind, handelt es sich bei Ag um
ein euklidisches nicht-winkel-ausgeartetes Deieck von Gruppen. Fiir den Colimes G von
Ag gilt jedoch:

G = 3§ xcolim(Ay(k,L,m))

Nun enthalten weder § noch, wie wir in Satz 4.1 gesehen haben, colim(A4(%,l,m)) eine
nichtabelsche freie Untergruppe, nach Corollar 4.4 also auch nicht § x colim(A4(%,l,m))

und somit auch nicht G.
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Da aber § nicht virtuell auflésbar ist, sind es, wie wir im Beweis von Satz 4.15 gesehen
haben, § x colim (A4(%k,l,m)) und G ebensowenig. Also enthélt G weder eine nichtabelsche

freie Untergruppe noch ist es virtuell auflésbar. O

4.5 Die Arbeiten von Lorenz und Brendel

In den bereits erwdhnten Diplomarbeiten [Lor95] von Steffen Lorenz und [Bre04] von
Dirk Brendel werden nichtsphérische und sphérische Dreiecke von Gruppen untersucht.
Fiir nichtsphéarische Dreiecke von Gruppen beweisen sie einen Satz, den wir uns an dieser

Stelle, in einer leicht iiberarbeiteten Formulierung, ansehen.

Satz 4.18 Sei A ein nichtsphdrisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen mit

Colimes G (genau wie in Definition 1.9), das eine der folgenden Eigenschaften hat:

Eigenschaft I:

* Der Winkel <x(A,B;D) ist gerade, d. h. % -nx(A,B;D)=0 (2).

Eigenschaft II:

® Der Winkel <x(A,B;D) ist ungerade, d. h. %~nX(A,B;D) =1(2).

e Aistin X gleichschenklig, d. h. <y(A,C;D)=<z(B,C;D).

Sei nun c € C, sodass, fiir jedes n € {1,2,...,ord(c)}, ¢ € C—D gilt, und sei x € (A,B) < X,
sodass, fiir jedes n €{1,2,...,ord(x)}, die folgende Ungleichung gilt:

len(x™):=min{m € No|3x1,...,xn €AUB : " =x1--xp} = 3 -nx(A,B;D)

Dann ist der durch die beiden Zuordnungen ¢ — c¢ und x — x definierte Homomorphismus

@ :{c) * {x) — G injektiv.

Beweis. Siehe [Lor95, Abschnitt 4.3] und [Bre04, Satz 2.3]. U

Aus Symmetriegriinden gilt Satz 4.18, mutandis mutatis, natiirlich auch dann, wenn man
anstelle der Eckengruppe X und der gegeniiberliegenden Kantengruppe C eine der beiden

anderen Eckengruppen mit der jeweils gegeniiberliegenden Kantengruppe betrachtet.
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Zusatz 4.19 Wenn A aus Satz 4.18 die Eigenschaft II hat und es ein a € A gibt, sodass, fiir
Jedes n€{1,2,...,ord(a)}, a™ € A — D gilt, dann konnen wir durch Konjugation des a € A

ein geeignetes x € X konstruieren.

Beweis. Siehe [Lor95, Abschnitt 4.3] und [Bre04, Satz 2.3]. O

Brendel wendet Satz 4.18 und Zusatz 4.19 wie folgt an: In einem konkreten Beispiel,
einem euklidischen Dreieck von Gruppen, das die Eigenschaft II hat, findet er Elemente
ceC und a € A, sodass, fiir jedes n € N, sowohl ¢” € C — D als auch a” € A — D gilt. Nach
Zusatz 4.19 gibt es ein geeignetes x € X, sodass nach Satz 4.18 gilt:

Z+Z={cy*{x)=im(p)<G

Der Satz 4.18 ermoglicht also den Nachweis von nichtabelschen freien Untergruppen in
den Colimites einiger nichtsphérischer Dreiecke von Gruppen. Nun sind wir an einer
moglichst allgemeinen Aussage interessiert: Wir werden aus diesem Grunde versuchen,

die Voraussetzungen des Satzes ein wenig abzuschwichen.

Betrachten wir ein nichtsphérisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen, so
ist zum Beispiel klar: Wenn das Dreieck von Gruppen hyperbolisch ist, dann enthilt sein
Colimes nach Satz 3.11 eine nichtabelsche freie Untergruppe, wir konnen uns also auf
den euklidischen Fall zuriickziehen. Fir euklidische Dreiecke von Gruppen gibt es im
Wesentlichen nur drei verschiedene Moglichkeiten, wie die Winkel verteilt sein konnen.
Diese kénnen wir einzeln studieren. Auch die Suche nach geeigneten Elementen in den

Ecken- und Kantengruppen wird uns dann etwas leichter fallen.

4.6 Der Ansatz von Lorenz und Brendel

Zunichst aber fassen wir den Ansatz von Lorenz und Brendel zusammen:

4.6.1 Das Erzeugnis der Kantengruppen

Satz 4.20 Sei A ein nichtsphdrisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen mit
Colimes G (genau wie in Definition 1.9). Wenn es eine Eckengruppe gibt, die nicht von den
beiden angrenzenden Kantengruppen erzeugt wird, dann enthdlt G eine nichtabelsche freie

Untergruppe.
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Beweis. Als nichtsphérisches Dreieck von Gruppen ist A nach Satz 2.12 realisierbar.
Wir kénnen es uns daher in diesem Beweis erlauben, die Abbildung ¢js nicht explizit
anzugeben und die Menge M = XuUY UZ (mit XNnY =A, XnZ=B,YnNnZ=C und

X NY NnZ =D) als Teilmenge des Colimes G aufzufassen:

0O.B.d. A. konnen wir davon ausgehen, dass es sich bei (A,B) < X <G um eine echte
Untergruppe handelt. Man kann nun leicht einsehen, dass der Colimes G wie folgt als

freies Produkt mit Amalgam aufgefasst werden kann:
G=XxaBy(Y,Z)

Da (A,B) < X ist, gilt jedenfalls | X : (A,B)| = 2. Andererseits konnen wir uns iiberlegen:
Da A nicht-winkel-ausgeartet und folglich auch nicht-kanten-ausgeartet ist, gibt es ein
ceC-D,>ce(Y,Z)-(A,B). Wire (A,B)-c die einzige echte Rechtsnebenklasse von
(A,B) in (Y,Z), so handelte es sich um einen Normalteiler (A,B) <(Y,Z) und fiir ein
beliebiges Element a € A — D wiirde cla-ce(A,B)n Y, > cla-ce A, gelten. Dann
jedoch wiirde ny(A,C;D)<4, = ny(A,C;D) =4, = <y (A,C;D) = § gelten. Analog wiirde
auch <z(B,C;D) = g gelten und es folgte aufgrund der Nichtsphérizitiat <<x(A,B;D) = 0.

Im Widerspruch zur Voraussetzung, dass A nicht-winkel-ausgeartet ist. /

Also gilt KY,Z) : (A,B)| = 3 und G enthilt nach Lemma 4.13 eine nichtabelsche freie
Untergruppe. [l

Es geniigt nun also, nichtspharische nicht-winkel-ausgeartete Dreiecke von Gruppen zu
betrachten, in denen jede Eckengruppe von den beiden angrenzenden Kantengruppen
erzeugt wird. In diesem Fall wird auch der Colimes von den Bildern der Kantengruppen

erzeugt.

4.6.2 Der Simplizialkomplex K

In Satz 1.8 haben wir gelernt, dass es zu einem freien Produkt mit Amalgam einen bis

auf Isomorphie eindeutig bestimmten Baum gibt, auf dem es mit gewissen Eigenschaften
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operiert. Wir fithren nun eine vergleichbare Konstruktion fiir Colimites von Dreiecken
von Gruppen durch: Dabei entsteht jedoch kein Baum, sondern ein zweidimensionaler

Simplizialkomplex K.

Sei also A ein nichtsphirisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen, dessen

Colimes G von den Bildern der Kantengruppen erzeugt wird.

Die Menge der Simplizes von K sei:

0-Simplizes: (G/im(px))U(G/im(@y))U(G/im(pz))
1-Simplizes: (G/im(g4))U(G/im(¢p))U(G/im(¢¢))
2-Simplizes: G/im(¢p)

Fiir jedes g € G indzidieren die einzelnen Simplizes von K wie folgt:

g Z

gD

gX g‘A g.Y

Man kann leicht einsehen, dass die Definition der Inzidenz unabhéngig von der speziellen

Wahl der Reprisentanten ist.
Lemma 4.21 Durch die Definition der Inzidenz wird K ein Simplizialkomplex.

Beweis. An dieser Stelle kommt die Realisierbarkeit von A ins Spiel! Wir miissen uns
davon iiberzeugen, dass jedes 1-Simplex und jedes 2-Simplex durch die 0-Simplizes, mit

denen es inzidiert, eindeutig bestimmt ist.

Seien zunéchst 01 und g9 zwei 1-Simplizes, die mit denselben 0-Simplizes inzidieren. Wir
konnen o.B. d. A. davon ausgehen, dass es g1,g2 € G mit 01 =g1-A und 09 = g9+ A gibt.
Danngiltg;- X =g2-X,=>g1 '-g2€X,und g;-Y=g2-Y,=>g1 - gocY. Nunist A ein
nichtsphirisches Dreieck von Gruppen und nach Satz 2.12 realisierbar. Es gilt also auch

gl‘l-ggeXnY:A,:>g1-A:g2-A, =01 =039.
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Vollig analog zeigt man, dass auch jedes 2-Simplex durch die 0-Simplizes, mit denen es
inzidiert, eindeutig bestimmt ist. Damit wird K ein Simplizialkomplex. Oder genauer:

Damit kénnen wir K als abstrakten Simplizialkomplex auffassen. ([

Einen Ausschnitt von K kénnen wir uns wie folgt vorstellen:

Lemma 4.22 Die geometrische Realisierung |K|von K ist zusammenhdngend und einfach

zusammenhdangend.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Beh75, Satz 1.2]. O

Bemerkungen.

* Wir statten die geometrische Realisierung |K| von K, wie iiblich, zundchst mit der

»schwachen Topologie auf |K|“ aus, sieche [Mun84, Seite 8].

* Der topologische Raum |K]| ist i. A. nicht lokal kompakt: Wenn z. B. | X : D| = oo ist,
dann inzidieren unendlich viele 2-Simplizes mit dem 0-Simplex 1-X. Folglich ist K

nicht lokal endlich und |K| nicht lokal kompakt, sieche [Mun84, Lemma 2.6].

4.6.3 Die intrinsiche Metrik auf |K|

Wir geben der geometrischen Realisierung |K| von K nun etwas mehr Struktur:
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¢ Zunichst betrachten wir einen abstrakten Simplizialkomplex, bestehend aus einem
einzigen 2-Simplex 7 und dessen Seiten. Die drei 0-Simplizes im Rand des 2-Simplex

7 bezeichnen wir mit vy, vy und vz.

 AnschlieBend wihlen wir eine konkrete geometrische Realisierung |7| < E2 von 7
durch ein Dreieck mit den Winkeln <x(A,B;D) an der Ecke |vx|, <y (A,C;D) an
der Ecke |vy| und <z(B,C;D) an der Ecke |vz]:

A lvzl

<z(B,C;D)

<x(A,B;D) <y(A,C;D)

x| \ vy

\ -

euklidischer Abstand
(siehe unten)

¢ Fir jedes 2-Simplex o von K gibt es ein g € G, sodass 0 = g-D ist. Sei @5 : 6 — T der
durch die Zuordnungen g-X — vy, g:Y — vy und g-Z — vz gegebene simpliziale

Isomorphismus. Dieser induziert einen Homéomorphismus ¢ : 16| — |7

* Das Dreieck |7| € E? ist mit der euklidischen Metrik ausgestattet. Folglich ist auch
|6] < |K| metrisierbar, und zwar mit der durch den Homéomorphismus ¢ : 16| — |7|

vermittelten Metrik d5|: 16| x || — R:

di51(x, ) = djz (9151%), 9161(3)) := || P161(x) = 9161/ ||

Damit wird der Homéomorphismus ¢/ : 16| — |7| ein isometrischer Isomorphismus.

Wie die Metrik ubertragt sich auch der Winkelbegriff von |7| auf |5].

e Wie das Dreieck |7| < E2 besitzt auch |5| < |K]| eindeutige Geoditen, wir bezeichnen
die Geodéite von x € |G| nach y € || mit [x,y] und die von ihr durchlaufene Strecke
mit [x, y]l. Fiir jedes x € |G| und je zwei y,y’ € || — {x} definieren wir den Winkel
zwischen den Strecken [[x, y]l und [[x, y'Tl als den Winkel, den ihre Bilder ¢s/([[x, 1))
und ¢5/([x, y'T) am Punkt ¢|5/(x) € |7| einschlieBen.
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Sind ¢ und ¢’ zwei 2-Simplizes von K, so stimmen die beiden Metriken d|5 und d|5/ auf
dem Schnitt || N |6’| iiberein. Damit erfiillt K die Axiome eines ,stiickweise euklidischen
Simplizialkomplexes mit endlicher Formenmenge®.* Es folgen einige Begriffe und Stze,

die es uns ermoglichen werden, die neue Struktur auf |K| gewinnbringend auszunutzen:

Definition 4.23 (m-Kette) Eine m-Kette von xg € |K| nach x,, € |K| ist ein (m + 1)-Tupel
von Punkten aus |K|, € = (xg,x1,%9,...,Xm), 2usammen mit einem, meist nicht erwdhnten,
m-Tupel von 2-Simplizes von K, ¥ =(01,09,...,0,), mit der Eigenschaft, dass, fiir jedes

1€{1,2,...,m}, die Punkte x;_1 und x; in |6;| enthalten sind.

Bemerkung. Wenn 4 = (xg,x1,%2,...,X,) eine m-Kette ist, dann kénnen wir auch die

Lange A(¥) € R berechnen, sie ist wie folgt definiert:
m
ME) =) dig,(xi-1,%)
i=1
Wir bezeichnen den durch Konkatenation der Geodéaten [xg,x1], [x1,x2], ..., [Xm-1,%m]

entstehenden Weg als den von der m-Kette ¢ induzierten Weg €. Umgekehrt bezeichnen

wir einen Weg, der von einer m-Kette induziert wird, als PL-Weg.

Anhand des in [Beh75, Satz 1.2] vorgestellten Beweises kann man sich leicht iiberlegen,

dass es fiir je zwei Elemente x,y € |K| ein m € N und eine m-Kette ¥ von x nach y gibt.

Definition 4.24 (Intrinsische Pseudometrik) Seien x,y € |K|, dann definieren wir die

intrinsische Pseudometrik d : |K| x |[K| — R als:
d(x,y) :=inf{A(C)|3Am e N : C ist eine m-Kette von x nach y}

Satz 4.25 Die intrinsische Pseudometrik d : |K| x |K| — R ist eine Metrik. Dabei wird das
oben genannte Infimum angenommen, d. h. fiir je zwei x,y € |K| gibt es eine m-Kette € von

x nach y mit M(€) =d(x,y).

Beweis. Siehe [Bri91, Section 1.2-3]. O

4Weitere Details zu den ,stiickweise euklidischen Simplizialkomplexen mit endlicher Formenmenge® oder,
gleichbedeutend, den ,M(0)-simplizialen Komplexen mit endlicher Formenmenge“ sowie zu den folgenden

Begriffen und Sitzen findet man zum Beispiel in [Bri91, Section 1.1-2].
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Daraus ergibt sich sofort, dass der von der m-Kette € induzierte Weg € eine Geodéte
ist. Im metrischen Raum (|K|,d) konnen also je zwei Punkte durch einen geodétischen
PL-Weg verbunden werden. Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass die Geodaten

auch eindeutig sind.

Bemerkungen.

* Wenn eine Teilmenge A < |K| offen beziiglich der von der intrinsischen Metrik d
induzierten Topologie @ ist, dann auch beziiglich der schwachen Topologie. Also ist

(IK|,04) zusammenhéngend und einfach zusammenhéangend.

¢ Die Umkehrung gilt i. A. nicht: Wenn |K| nicht lokal-kompakt ist, dann ist die von
der intrinischen Metrik d induzierte Topologie @4 nicht so fein wie die schwache

Topologie!

4.6.4 Lokale und globale Geoditen in |K|

Definition 4.26 (Geometrischer Link I) Seien o ein 2-Simplex von K und x € |G| < |K|.
Fiir je zwei y,y' € |G| —{x} € |K| nennen wir die Strecken [[x,yll und [x,y']l dquivalent,
d. h. [x,y1l ~ [[x,y']l, wenn eine in der anderen enthalten ist. Die Relation ~ ist offenbar
eine Aquivalenzrelation: Die einzelnen Aquivalenzklassen nennen wir ,Richtungen®, die

Menge aller Richtungen bezeichnen wir mit Lk(x,|5|).

Der Abstand zweier Richtungen v,v' € Lk(x,|5|), reprdsentiert von [x,yll und [x,y']l, sei
der Winkel zwischen [x,y]l und [[x,y']l. Dieser Abstand ist wohldefiniert, wir bezeichnen

ihn mit <,5/(v,v'). Er macht Lk(x,|5|) zu einem metrischen Raum.

Wir beobachten zunichst: Wenn x € |00| ist, dann ist Lk(x,|d|) zusammen mit der von
der Metrik <5 : Lk(x,|d]) x Lk(x,|0]) — R induzierten Topologie O, die geometrische

Realisierung eines abgeschlossenen 1-Simplex Sk (x, |5]).

Die Ecken von Lk(x,|5|) sind die beiden Richtungen, deren Repriasentanten im Rand |dc|
verlaufen, die Kante von Lk(x,|d|) besteht aus den Richtungen, deren Reprisentanten,

abgesehen von ihren Endpunkten, im Inneren |o| verlaufen.
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Je nach dem, wo sich x € |0g| genau befindet, betriagt die Linge dieser Kante entweder
<x(A,B;D), <y(A,C;D), <z(B,C;D) oder .

Definition 4.27 (Geometrischer Link II) Secien x € |K| beliebig und X, die Menge aller
2-Simplizes 0 von K mit x € || € |K|. Wir definieren den geometrischen Link Lk(x,|K|) als
den topologischen Raum, den wir erhalten, wenn wir die Summe der (Lk(x,|01),0,) mit
o € X, bilden und darin anschlieffend zwei Richtungen u und u' genau dann miteinander

identifizieren, wenn u und u' von denselben Strecken in |K| reprisentiert werden.

Bemerkung. Der geometrische Link Lk(x,|K|) kann auf verschiedene Weisen definiert

werden, siehe auch die Bemerkungen in [BH99, Abschnitt 1.7.14-15].

Man kann leicht nachrechnen, dass die Abbildungen Lk (x,|5|) — Lk(x,|K]), die den Raum
Lk(x,|5]) identisch in den entsprechenden Summanden abbilden und den entsprechenden
Summanden anschliefend auf den Quotientenraum projizieren, Lk(x,|5|) homéomorph

auf sein mit der Teilraumtopologie ausgetattetes Bild in Lk (x, |K|) abbilden. Wir erlauben
uns daher, Lk(x,|0]) € Lk(x,|K]) zu schreiben.

Lemma 4.28 Fiir jedes x € |K| ist der geometrische Link Lk (x,|K|) zusammenhdngend.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass es ein 2-Simplex ¢ mit x € |g| € |K| gibt. Dann ist,

wie man leicht einsehen kann, Lk (x, |K|) = Lk (x,|0]) * S! und somit zusammenhéingend.

Nun nehmen wir an, dass es ein 1-Simplex ¢ mit x € || € |K| gibt. Seien ¢’ und ¢” zwei
beliebige 2-Simplizes aus Z,. Um zu zeigen, dass Lk (x, |K|) zusammenhingend ist, geniigt

es, zu beobachten, dass wir eine beliebige Richtung [[x,y']l- € Lk(x,|6'|) = Lk (x,|K|) durch
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einen Weg in Lk(x,|K|) mit einer beliebigen Richtung [x,y"]l. € Lk(x,|6"|) < Lk(x,|K|)

verbinden konnen.?

Da o eine gemeinsame Seite von ¢’ und ¢” ist, gibt es mindestens zwei Richtungen in
Lk(x,|6'|)nLk(x,|6"|) € Lk(x,|K|). Da Lk(x,|6'|) € Lk(x,|K|) und Lk(x,|6"|) < Lk(x, |K|)
wegzusammenhiingend sind, kénnen wir also einen Weg finden, der die Richtung [[x, y'll~

iiber eine Richtung in Lk(x,|6'|)nLk(x,|6"|) mit der Richtung [[x,y"]l. verbindet.

Schliefllich nehmen wir an, dass es ein 0-Simplex ¢ mit x € |o| € |K| gibt. Wir kénnen
dabei 0.B.d. A. davon ausgehen, dass es ein g € G mit o = g-X gibt. Seien also ¢’ das

2-Simplex g-D und ¢” ein beliebiges 2-Simplex, das ebenfalls in X, enthalten ist.

Um zu zeigen, dass Lk(x,|K|) zusammenhéingend ist, geniigt es erneut, zu zeigen, dass
wir eine beliebige Richtung [x,y']l. € Lk(x,|6’|) = Lk(x,|K|) durch einen Weg mit einer
beliebigen Richtung [[x, y"T- € Lk(x,|6"|) € Lk (x,|K|) verbinden konnen.

Das ist aber sicher dann der Fall, wenn es eine Folge 0¢,01,09,...,0, von 2-Simplizes
mit g = ¢’ und o, = ¢” gibt, die mit ¢ inzidieren und bei denen je zwei benachbarte
mindestens ein 1-Simplex als gemeinsame Seite haben. Dann konnen wir, wie schon im
zweiten Fall, den Wegzusammenhang der einzelnen Lk (x,|5;|) verwenden, um einen Weg

zu finden, der die Richtung [[x,y']l. mit der Richtung [[x,y"1l. verbindet.

Ein 2-Simplex A -D inzidiert genau dann mit o, wenn A- X =g-X, ©3{e X : h=g-¢,
gilt. Insbesondere gibt es also ein ¢ € X, sodass ¢’ = g-&-D ist. Da die Eckengruppe X
nach Voraussetzung von den beiden angrenzenden Kantengruppen A und B erzeugt wird,
gibt es Elemente ui,u9,...,u, € AUB mit uy-ug-...-.up=x& =>ui-us-...-up =g ¢. Wir

definieren schlieflich:
oo:=g-D=0'

g1 ::g‘u1~D

og9:=g-uy-ug-D

Opn=g-ui-ug ....up-D=c"

Dal, ui, ui-ug, ..., ur1-ug-...-u, Elemente von X sind, inzidieren alle 2-Simplizes
09,01,09,...,0, mit 0. Dass je zwei benachbarte 2-Simplizes mindestens ein 1-Simplex

als gemeinsame Seite haben, kénnen wir auch leicht einsehen: Sei i € {1,2,...,n} beliebig

5Der Ausdruck [[x, y'1~ bezeichnet die von der Strecke [[x, y']l reprisentierte Aquivalenzklasse in Lk (x, |5”|).

Analoges gilt fiir den Ausdruck [[x,y"T-.
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und 0.B.d.A. u; € A. Dannist g-ui-ug-...-uj—1-A=g-uj-ug-...-uj—1-u;-A, d.h. die

beiden 2-Simplizes 0;_1 und 0; haben mindestens ein 1-Simplex als gemeinsame Seite. [

Besonders interessant fiir uns ist der Fall, dass x € |K| in der geometrischen Realisierung
des 1-Geriists von K enthalten ist. Dann setzen sich die abgeschlossenen 1-Simplizes
Sk(x,|o|) mit o € ., wenn wir sie wie oben beschrieben miteinander identifizieren, nach

geeigneter Unterteilung zu einem Simplizialkomplex Sk (x, |K|) zusammen.

Bemerkung. Die Topologie auf Lk(x,|K|) ist gerade so gewihlt, dass der geometrische
Link Lk(x,|K|) die geometrische Realisierung von Sk(x, |[K|) ist.

Da Sk(x,|K]) ein eindimensionaler Simplizialkomplex mit endlich vielen verschiedenen
Kantenlidngen ist, induzieren die einzelnen Metriken <5 : Lk(x,|5]) x Lk(x,|0]) — R, wie
in Definition 4.24, eine intrinsische Pseudometrik auf Lk(x,|K]|). Diese ist, wie in Satz

4.25, sogar eine Metrik.

In unserem Ausschnitt erhalten wir etwa die folgenden geometrischen Links:

Geometrischer Link:

>

Geometrischer Link:

Geometrischer Link:

O

Definition 4.29 (Linkbedingung) Sei K ein stiickweise euklidischer Simplizialkomplex

mit endlicher Formenmenge. Der Komplex K erfiillt die Linkbedingung, wenn fiir jedes
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x € |K| je zwei Richtungen u,u’ € Lk(x,|K|), deren Abstand kleiner als w ist, durch eine

eindeutig bestimmte Geoddte miteinander verbunden werden konnen.

Lemma 4.30 Wenn K ein zweidimensionaler stiickweise euklidischer Simplizialkomplex
mit endlicher Formenmenge ist, dann erfiillt er die Linkbedingung genau dann, wenn, fiir
Jjedes 0-Simplex v von K, der geometrische Link Lk(|v|,|K|) keine einfach geschlossenen
Wege, deren Ldnge kleiner als 27 ist, enthdlt.

Beweis. Siehe [BH99, Lemma I1.5.6]. O

Bemerkung. Bridson und Haefliger definieren die Linkbedingung in [BH99, Definition
I1.5.1] anders als Bridson in [Bri91, Seite 410]. Dass die beiden Definitionen u.a. fiir
stiickweise euklidische Simplizialkomplexe mit endlicher Formenmenge dquivalent sind,
folgt z. B. aus [BH99, Theorem I1.5.5, (2) < (3)] und [BH99, Theorem 1.7.55, (1) < (3)].

Lemma 4.31 Unser Komplex K erfiillt die Linkbedingung.

Beweis. Angenommen, unser Komplex K erfiillt die Linkbedingung nicht. Dann gibt es
nach Lemma 4.30 ein 0-Simplex v von K, fiir das der geometrische Link Lk(|v|,|K|) einen
einfach geschlossenen Weg y der Linge A(y) < 27 enthélt. Wir konnen o.B.d. A. davon
ausgehen, dass es ein g € G mit v = g- X gibt. Nun wihlen wir n € N wie folgt:

Ay) - 27
n:=
<x(A,B;D) <x(A,B;D)

=ng(A,B;D)

Der Weg vy hat die Lénge A(y). Da er einfach geschlossen ist, verlduft er durch genau n
Kanten von Lk(|v],|K]|). Sie induzieren eine zyklisch angeordnete Folge 01,09,...,0, von
2-Simplizes, die mit v inzidieren und von denen je zwei benachbarte abwechselnd ein

1-Simplex vom Typ g-A und ein 1-Simplex vom Typ g-B als gemeinsame Seite haben.

Nach Definition eines 2-Simplex gibt es ein A € G mit o1 = A -D. Die beiden 2-Simplizes
o1 und o2 haben o.B. d. A. das 1-Simplex A - A als gemeinsame Seite. Da 01 # 03 ist, gibt
es ein a1 € A—D mit g9 = h-a1-D. Die beiden 2-Simplizes g9 und o3 haben folglich
das 1-Simplex A -a1-B als gemeinsame Seite. Da o9 # 03 ist, gibt es ein b9 € B — D mit
09 =h-a1-by-D. Diese Uberlegung setzen wir nun so lange fort, bis wir wieder bei dem
2-Simplex 01 ankommen. Wir haben dann a1,b9,as,...,b, gefunden, die abwechselnd in
A—D und B-D enthalten sindund o1 =h-D=h-a1-bg-a3-...- b, -D erfiillen.
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Es gibt also ein d € D, sodass a1-bs-a3-...-b, =g d ist. Wenn wir nun b,, := b,,-d ! wihlen,
dann sind auch a1,b2,as,...,a,-1,b, abwechselnd in A —D und B — D enthalten und es
giltai-bo-ag-...-anp-1- b,=c1,alsoauchai-by-as-...-an_1-b, =x 1. Dies widerspricht
jedoch der Minimalitiat von nx(A,B;D). 4 Es folgt die Behauptung. O

Den groB3artigen Nutzen, den der Nachweis der Linkbedingung mit sich bringt, offenbaren

uns die folgenden beiden Sitze aus [Bri91]:

Satz 4.32 (Bridsons Hauptsatz) Sei K ein stiickweise euklidischer Simplizialkomplex
mit endlicher Formenmenge. Wenn |K| einfach zusammenhdngend ist, dann sind u. a. die

folgenden beiden Aussagen dquivalent:

* K erfiillt die Linkbedingung.
* |K| besitzt eindeutige Geodten.
Beweis. Siehe [Bri91, Section 2, Main Theorem, (11) < (1)]. U

Satz 4.33 (Lokal-Global-Prinzip) Sei K ein stiickweise euklidischer Simplizialkomplex
mit endlicher Formenmenge. Wenn |K| eindeutige Geodditen besitzt, dann ist jede lokale

Geodiite in |K| eine Geoddte in |K|.

Beweis. Siehe [Bri91, Section 2.1]. |

Damit kénnen wir unsere Arbeit mit den Geodéiten beginnen. Zunéchst aber definieren

wir, wann wir eine m-Kette € lokal geoditisch nennen:

Definition 4.34 (Eigenschaft: ,lokal geoditisch®) Eine m-Kette € = (x¢,%1,%2,...,%Xm)
heifst lokal geoddtisch, wenn, fiir jedes i € {1,2,...,m}, die Punkte x;_1 € |K| und x; € |K|
verschieden sind und, fiir jedes i € {1,2,...,m — 1}, die von den Strecken [[x;,x;_1]l und

[x;,x;+1]1l reprdasentierten Richtungen in Lk (x;,|K|) mindestens den Abstand n haben.

Lemma 4.35 Sei 6 = (xg,%1,%2,...,%) eine lokal geoddtische m-Kette. Dann ist der von

€ induzierte Weg € eine lokale Geodiite.

Beweisidee. Bridson beweist in [Bri91, Section 2, Main Theorem, (11) < (5)], dass jedes
geoditische Dreieck in |K| nichtpositiven ,Exzess hat.> Damit kann man die Annahme,
der von ¢ induzierte Weg € wire keine lokale Geodiite, leicht zu einem Widerspruch
fithren. U

6Der Begriff des ,Exzess“ eines geodatischen Dreiecks stammt urspriinglich von Alexandrov. Weitere Details

hierzu findet man zum Beispiel in [Bri91, Section 2.2].
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4.6.5 Die Argumentation von Lorenz und Brendel

Seid:=1-D € G/D. So, wie das freie Produkt mit Amalgam durch Linksmultiplikation auf
dem Standardbaum operiert hat, operiert nun der Colimes G durch Linksmultiplikation

auf dem Simplizialkomplex K. Die Eigenschaften der beiden Operationen sind dhnlich:
¢ Das abgeschlossene 2-Simplex § ist ein Fundamentalbereich der Operation.

¢ Die Eckengruppen X, Y, Z und die Kantengruppen A, B, C sind die Stabilisatoren

der ensprechenden Seiten von §, die Zweizellengruppe D ist der Stabilisator von 4.

Die Operation von G auf K induziert eine Operation von G auf |K|. Fiir jedes g € G gilt

dabei insbesondere g« |X|=|g-X|, g*|Y|=|g-Y|und g« |Z|=|g-Z]|.

Das zentrale Argument des Beweises von Satz 4.18 ist nun wie folgt: Seien n € N und
ui,ug,...,u, Elemente, die abwechselnd in (¢)—{1} und (x)—{1} enthalten sind. Wir zeigen,
dass deren Produkt ui-ug-...-u, #g 1 ist, indem wir uns davon iiberzeugen, dass es

nichttrivial auf |K| operiert.

Hierzu betrachten wir im Dreieck |5| die Hohe A, die senkrecht auf der Kante |1-C| < |3]
steht und sie mit dem Punkt |1-X| € |§| verbindet.

Die Prifixe go:=1, g1:=u1, g2 :=u1-u9, ..., &n:= U1 U2"... U, Operieren so auf |K]|,
dass die Bilder ggeh, g12h, goh, ..., g, *h von einem PL-Weg € mit zugrundeliegender
(n + 2)-Kette ¥ durchlaufen werden. Die Bedingungen an ¢ € C und x € X garantieren
nun, dass ¥ eine lokal geodétische (n + 2)-Kette ist. Also ist % nach Lemma 4.35 eine
lokale Geodite in |[K| und nach Satz 4.33 eine Geodéite in |K]|.

Angenommen, esist ui-ug-...-u, =g 1, > g, =g 1. Dann ist ggeh = g,, »h und die Geodite

% enthilt mindestens einen Doppelpunkt. 4 Alsoist uq-ug-...-u, #g 1.

Hohe 1
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Soweit unsere Erlauterung des zentralen Arguments des Beweises von Satz 4.18. Im nun
folgenden letzten Abschnitt dieser Arbeit werden wir noch genauer iiber die Bedingungen

nachdenken, die garantieren, dass eine solche (n + 2)-Kette ¢ lokal geodatisch ist.

4.7 Zum Schluss noch drei positive Resultate

4.7.1 Ein vorbereitendes Lemma

Bevor die wir zu den drei versprochenen positiven Resultaten kommen, beweisen wir ein
Lemma, das eine Aussage, die wir im Lemma 4.13 tiber freie Produkte mit Amalgam
gemacht haben, auf Colimites nichtspharischer nicht-winkel-ausgearteter Dreiecke von

Gruppen ubertragt.

Lemma 4.36 Sei A ein nichtsphdrisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen
mit Colimes G (genau wie in Definition 1.9). Wenn |C : D| = 3 ist, dann enthdlt G eine
nichtabelsche freie Untergruppe.

Aus Symmetriegriinden gilt Lemma 4.36, mutandis mutatis, natiirlich auch dann, wenn

man anstelle der Kantengruppe C eine der beiden anderen Kantengruppen betrachtet.

Beweis. Wir konnen uns den Beweis durch einige Voraussetzungen erleichtern:

¢ Zunichst beobachten wir: Wenn es eine Eckengruppe gibt, die nicht von den beiden
angrenzenden Kantengruppen erzeugt wird, dann enthélt G nach Satz 4.20 eine
nichtabelsche freie Untergruppe. Wir konnen also 0. B.d. A. davon ausgehen, dass

jede Eckengruppe von den beiden angrenzenden Kantengruppen erzeugt wird.

¢ Da A ein nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen ist, ist es nach Satz 4.11
auch nicht-kanten-ausgeartet. Wenn A hyperbolisch ist, dann enthélt sein Colimes
G nach Satz 3.11 eine nichtabelsche freie Untergruppe. Wir kénnen also 0. B.d. A.

davon ausgehen, dass A euklidisch ist.

Fall 1: Alle Winkel von A betragen z.

Da |C : D| = 3 ist, gibt es mindestens zwei echte Rechtsnebenklassen von D < C. Seien
c1,c9 € C aus verschiedenen echten Rechtsnebenklassen. Dann gilt c1 € C—D, co€ C—-D

und c9-c171 € C —D. Seien auBlerdem x1,x9,x3 € X, die abwechselnd in A —D und B—D
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enthalten sind, und x := x1 - x2 - x3 € X. Wir betrachten nun die von den folgenden beiden

Elementen g1,g2 € G erzeugte Untergruppe U :=(g1,82) <G:

-1
g1:=C1 "rx-C2 = &1 =c2 x "-C1

Behauptung: U < @G ist eine freie Untergruppe mit Basis {g1,g2}.

Sei w # e ein frei reduziertes Wort iiber g; und g9 sowie deren Inversen. Wir miissen
uns nun davon uiberzeugen, dass w nicht das neutrale Element der Gruppe G beschreibt.
Wenn wir in w, das wir von nun an als Produkt in G auffassen, jedes g1*! und jedes go*!
durch das oben angegebene Produkt ersetzen und anschlieend, wo immer es moglich
ist, je zwei benachbarte Faktoren x-x~! gegeneinander kiirzen und je zwei benachbarte

1 zu einem Faktor in C — D zusammenfassen, dann erhalten

Faktoren co-c1 Y und ¢1-co™
wir ein Produkt mit n € N Faktoren, die abwechselnd entweder gleich x*! € X sind oder
in C — D enthalten sind:

w=gui1-ug-..."uUn

Wir machen nun einige vorbereitende Beobachtungen! Dabei seien das 2-Simplex § und
die Hohe A wie in Abschnitt 4.6.5 definiert. Den FuBlpunkt der Hohe A bezeichnen wir mit
ho € |5|. SchlieBlich sei g € G beliebig.

Beobachtung 1. Wenn u € C — D ist, dann zeigt man leicht, dass der Abstand zwischen
den von den Strecken [[gehg,|g-X|Il und [[g*ho,|g-u-X|]l reprasentierten Richtungen in
Lk(g e hg,|K|) mindestens 7 ist.

lg-Z| lg-u-X|

lg - X| lg-Y]|
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Das bedeutet aber, dass € :=(|g-X|,g*ho,|g u-X]|) eine lokal geodatische 3-Kette ist und
der von ¥ induzierte Weg %, der die Strecken geh und g-ueh von |g-X| nach |g-u-X|

durchliuft, eine lokale Geodite ist.

Beobachtung 2. Wenn u = x € X ist, dann ist der Abstand zwischen den von den Strecken
Mg -X|,geholl und [[|g-X|,g-u e holl repriasentierten Richtungen in Lk(|g-X]|,|K|) auch

mindestens 7.

Dies verdient eine Begriindung: Die Folge der 2-Simplizes g-D, g-x1-D, g-x1-x9-D,
g-x1-x2-x3-D induziert eine 6-Kette 61 der Lange A(61) = g + 5 + 3+ = 7 zwischen den
beiden Richtungen. Wenn der Abstand der beiden Richtungen nun echt kleiner als 7 wére,
dann konnten wir auch eine m-Kette €2 mit A(62) < w zwischen den beiden Richtungen
finden und, wovon man sich leicht iiberzeugen kann, unter Verwendung von %; und %2
einen einfach geschlossenen PL-Weg, dessen Linge kleiner als 27 ist, konstruieren. Das

steht im Widerspruch zur Linkbedingung.

Die folgende Abbildung illustriert den Fall, in dem wir uns, was uns natiirlich freisteht,
dazu entschlossen haben, die Faktoren x; und x3 aus B —D und den Faktor x9 aus A —D

zu wéhlen:

lg-x1-D|

lg-Z|

lg-x1-x2-D|

lg-Y]|

g~x1~x2~x30h0=g~u°ho
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Das bedeutet aber, dass € :=(geho,|g-X|,g-uehg) eine lokal geoditische 3-Kette ist und
der von ¥ induzierte Weg €, der die Strecken geh und g-weh von |geho| nach |g-u e kg

durchliuft, eine lokale Geodite ist.

Beobachtung 3. Wenn u = x~! € X ist, dann zeigen wir, wie gerade in Beobachtung 2
beschrieben, dass € := (g hg,|lg-X|,g-u e hg) eine lokal geoditische 3-Kette ist, wobei
nun die Folge der 2-Simplizes g-D, g-x3 1D, g-x3 -9 1-D, g-x371-x971-2;71-D die
6-Kette ¢1 induziert.

lg-x371-D|

‘ lg-Z|

lg-x37 12971 D

lg Y|

g-x3 X2 ~x1_10h0=g~u-h0

Nach diesen Beobachtungen kénnen wir, wie in Abschnitt 4.6.5 beschrieben, einsehen,

dass w tatsichlich nicht das neutrale Element der Gruppe G beschreibt:

»Die Priifixe go:=1, g1:=u1, g2 :=U1-U9, ..., &n = U1 U "... Uy Operieren so auf |K]|,
dass die Bilder ggeh, g1°h, ga*h, ..., g, *h von einem PL-Weg € mit zugrundeliegender
(n +2)-Kette € durchlaufen werden.

Die vorbereitenden Beobachtungen garantieren nun, dass 4 an jeder Stelle und somit
auch insgesamt eine lokal geoditische (n + 2)-Kette ist. Also ist % nach Lemma 4.35 eine

lokale Geodite in |K| und nach Satz 4.33 eine Geodite in |K]|.

115



Kapitel 4 Nichtsphérische Dreiecke von Gruppen und die Tits-Alternative

L<Angenommen, esist w =g u1-ug-...-up =g 1, > gn =g 1. Dann ist ggeh = g, * h und die

Geodiite € enthdlt mindestens einen Doppelpunkt. 4 Alsoist w=gui-ug-...-u, #g 1.“

Fall 2: Ein Winkel von A betragt 5, zwei Winkel betragen 7.

Fall 2.1: Es gilt <x(A,B;D)= 7.

Die Argumentation verlduft wie in Fall 1, mit Elementen x1,x9 € X, die abwechselnd in
A —D und B - D enthalten sind, und x:=x7 -x9 € X.

Dies ist die entsprechende Zeichnung zu Beobachtung 2:

Fall 2.2: Es gilt <x(A,B;D)=7 und 0.B.d.A. <y(A,C;D) =7 und <z(B,C;D) = 5.

Die Argumentation verlauft wie in Fall 1, mit Elementen x1,x2,x3,x4 € X, die abwechselnd

in A —D und B — D enthalten sind, und x :=x1-x2-x3-x4 € X.

Dies ist die entsprechende Zeichnung zu Beobachtung 2:
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Fall 3: Die drei Winkel von A betragen g, § und .

Fall 3.1: Es gilt <x(A,B;D)= 5 und 0.B.d.A. <y(A,C;D) = und <z(B,C;D) = 3.

Die Argumentation verlauft wie in Fall 1, mit Elementen x1,x9 € X, die abwechselnd in
A —D und B —D enthalten sind, und x :=x1-x9 € X.

Dies ist die entsprechende Zeichnung zu Beobachtung 2:

Fall 3.2: Es gilt <x(A,B;D)= g und 0.B.d. A. <y(A,C;D) = § und <z(B,C;D) = 3.

Die Argumentation verlauft wie in Fall 1, mit Elementen x1,...,x¢ € X, die abwechselnd

in A —D und B — D enthalten sind, und x :=x1-...-xg € X.

Dies ist die entsprechende Zeichnung zu Beobachtung 2:

Fall 3.3: Es gilt <x(A,B;D)=3 und 0.B.d.A. <y(A,C;D) =3 und <z(B,C;D) = 5.

Dieser Fall ist etwas knackiger! Wahlt man hier Elemente x1,x9,x3 € X, die abwechselnd
in A—-D und B-D enthalten sind, und x := x1-x9-x3 € X, so konnen wir weder in dem Fall,
in dem wir uns dazu entschlossen haben, x; und x3 aus B—D und x9 aus A —D zu wiahlen

(in der linken Abbildung), noch in dem Fall, in dem wir uns dazu entschlossen haben, x;
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und x3 aus A —D und x9 aus B —D zu wihlen (in der rechten Abbildung), zeigen, dass

€ :=(geho,lg - X|,g x*hg) eine lokal geodatische 3-Kette ist.

Dies ist der Grund, fiir die Gleichschenklichkeitsbedingung in Satz 4.18. Wir werden in
unserem speziellen Fall, in dem wir die Winkel von A genau kennen, in der Lage sein, sie

wie folgt zu umgehen:

Da |C : D| = 3 ist, gibt es mindestens zwei echte Rechtsnebenklassen von D < C. Seien
c1,c9 € C aus verschiedenen echten Rechtsnebenklassen. Dann gilt c; € C—D, coe C—-D
und ¢9-c1 1€ C—D. Seien auBerdem a € A —D und b € B—D. SchlieBlich wihlen wir das
folgende Element:

x:=a-b-a-c1-b-c1-b-ci1ra-b-ae@G

Wir betrachten nun, wie in Fall 1, die von den beiden folgenden Elementen g1,g9 € G

erzeugte Untergruppe U :=(g1,82) <G:

B | -1_, -1 .-1
81:=¢C1 "rx-C2 = 81 =cC2 X "-C1

1 -1

g9:=x ~-C1 rXx-C2'Xx = gz‘l— -1 1oyl

=x""-co T xTrC1X
Behauptung: U < G ist eine freie Untergruppe mit Basis {g1,g2}.

Sei w # e ein frei reduziertes Wort iiber g; und g9 sowie deren Inversen. Wir miissen
uns nun davon uberzeugen, dass w nicht das neutrale Element der Gruppe G beschreibt.
Wenn wir in w, das wir von nun an als Produkt in G auffassen, jedes g1*! und jedes go*!
durch das oben angegebene Produkt ersetzen und anschlieend, wo immer es moglich
ist, je zwei benachbarte Faktoren x-x~! gegeneinander kiirzen und je zwei benachbarte

1

Faktoren co-c1 ! und ¢1-co~! zu einem Faktor in C — D zusammenfassen, dann erhalten
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wir ein Produkt mit » € N Faktoren, die abwechselnd entweder gleich x*! € G sind oder in
C — D enthalten sind:

W=gUi-Ug-...-Up

Wir passen die beiden Beobachtungen 2 und 3 der neuen Situation an! Dabei seien das
2-Simplex ¢ und die Hohe - wie in Abschnitt 4.6.5 definiert. Den FuBBpunkt der Hohe A
bezeichnen wir mit A € |§]|. SchlieBlich sei g € G beliebig.

Neue Beobachtung 2:

Wenn u = x € G ist, dann ist der Abstand zwischen den von den Strecken [[|g-X|,g ¢ holl
und [[|g-X|,|g-a-b-a-Z|]l reprasentierten Richtungen in Lk(|g-X|,|K|) mindestens 7.
Aber nicht nur er ist mindestens 7, sondern auch der Abstand zwischen den von den
Strecken [[|g-a-b-a-Z|,|g-X|lund [[|g-a-b-a-Z|,|g-u-X|]l repriasentierten Richtungen in
Lk(|g-a-b-a-Z|,|K|) und der Abstand zwischen den von den Strecken [[|g-u-X|,|g-a-b-a-Z|]l
und [[|g-u-X|,g-u e holl reprasentierten Richtungen in Lk(|g-a-b-a-Z|,|K|). Man kann

diese drei Aussagen jeweils wie in der urspriinglichen Beobachtung 2 begriinden!

Das bedeutet aber, dass € := (g e hg,lg-X|,|g-a-b-a-Z|,|g-u-X|,g-uehg) eine lokal
geoditische 5-Kette ist und der von ¥ induzierte Weg € von |g » ho| nach |g-u « hgl, der
zu Beginn die Strecke g ek und zum Schluss die Strecke g-u ¢ A durchlauft, eine lokale
Geodite ist.

Neue Beobachtung 3: Wenn v = x~! € G ist, dann verliduft die Argumentation analog.

Wir zeigen, dass dann € :=(geho,|lg-X|,lg-a 1-b"1-a™1-Z|,|g-u-X|,g uehg) eine lokal
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geodétische 5-Kette ist und der von € induzierte Weg € von |g « Aol nach |g-u « Ao, der
zu Beginn die Strecke g e . und zum Schluss die Strecke g-u A durchliuft, eine lokale
Geodite ist.

Nach diesen Beobachtungen kénnen wir wie in Fall 1 einsehen, dass w tatsdchlich nicht

das neutrale Element der Gruppe G beschreibt:

Die Prifixe go:=1, g1:=u1, go2:=uUq1-Ug,...,8n :=U1-U2"... U, Operieren so auf |[K|, dass
die Bilder ggeh, g1°h, g2h, ..., gn*h, inklusive der in den neuen Beobachtungen 2 und
3 definierten Zwischenstiicke, von einem PL-Weg ¢ mit zugrundeliegender m-Kette €
durchlaufen werden. Die urspriingliche Beobachtung 1 sowie die neuen Beobachtungen
2 und 3 garantieren nun, dass ¥ an jeder Stelle und somit auch insgesamt eine lokal
geoditische m-Kette ist. Also ist % nach Lemma 4.35 eine lokale Geodite in |K| und nach
Satz 4.33 eine Geodite in |K]|.

Nun das vertraute Argument: ,Angenommen, es ist w =g ui-ug-...-up =g 1, > g, =g L
Dann ist goeh = g, *h und die Geodiite € enthiilt mindestens einen Doppelpunkt. 4 Also
istw=gui-ug-...-u, Zg 1.“ Es folgt die Behauptung. |

4.7.2 Das erste positive Resultat

Satz 4.37 Die Klasse der Colimites nichtsphdrischer nicht-winkel-ausgearteter Dreiecke

von Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe D erfiillt die Tits-Alternative.

Beweis. Sei A ein nichtsphérisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen mit

Colimes G und trivialer Zweizellengruppe D (genau wie in Definintion 1.9).

Wie bereits angedeutet, konnen wir unsere Untersuchung dank unserer bisherigen Arbeit

auf wenige Dreiecke von Gruppen beschrianken:

¢ Zunichst beobachten wir: Wenn es eine Eckengruppe gibt, die nicht von den beiden
angrenzenden Kantengruppen erzeugt wird, dann enthilt G nach Satz 4.20 eine
nichtabelsche freie Untergruppe. Wir konnen also 0. B.d. A. davon ausgehen, dass

jede Eckengruppe von den beiden angrenzenden Kantengruppen erzeugt wird.

¢ Da A ein nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen ist, ist es nach Satz 4.11

auch nicht-kanten-ausgeartet. Wenn A hyperbolisch ist, dann enthélt sein Colimes
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G nach Satz 3.11 eine nichtabelsche freie Untergruppe. Wir kénnen also 0. B.d. A.

davon ausgehen, dass A euklidisch ist.

¢ Da A nicht-kanten-ausgeartet ist, enthélt jede Kantengruppe neben dem neutralen
Element noch mindestens ein weiteres Element. Wenn eine Kantengruppe mehr
als 2 Elemente enthilt, dann enthilt G nach Lemma 4.36 eine nichtabelsche freie
Untergruppe. Wir kénnen also o. B. d. A. davon ausgehen, dass jede Kantengruppe

genau 2 Elemente enthélt und somit isomorph zu Zj ist.

Nun stellt sich die Frage, wie das Dreieck A iiberhaupt noch beschaffen sein kann. Und

tatsdchlich bleiben nicht mehr viele Moglichkeiten tibrig!

Lemma 4.38 Sei G eine Gruppe. Seien auflerdem a,f € G zwei Elemente der Ordnung 2,
die die Gruppe G erzeugen, d. h. G = {a, ). Wenn <g({a),{B);{1}) # 0 ist, wenn es also ein
k €N gibt, sodass ng({a),{B);{1}) = 2k ist, dann gilt:

X:=<a,b |a2=b2=(ab)k=1>EG
Ein Isomorphismus ¢ : X — G ist dabei durch die Zuordnungen a — a und b — f gegeben.

Beweis. Wenn wir Elemente wq,u9,...,ug, suchen, die abwechselnd in (a) — {1} = {a} und
(B)—1{1} = {B} enthalten sind und deren Produkt u1-ug-...-u, =x 11ist, dann gibt es dafiir
nur die beiden Moglichkeiten a, 8, a,...,4 und B,a,B,...,a. Es gilt jedoch:

@plf=x1o@p)*=x1o Pa)=x1

Also wissen wir, dass sowohl (aﬁ)k =x 1 als auch (ﬁ(x)k =x 1 ist. Da auch a2 =x 1 und
B2 =x 1 ist, lassen sich die Zuordnungen a — a und b — f nach dem Satz von Dyck zu

einem Homomorphismus ¢ : X — G fortsetzen. Er ist nach Voraussetzung surjektiv.

Wir kénnen uns leicht davon iiberzeugen, dass er auch injektiv ist: Angenommen, es gibt
ein Element g € ker(¢) — {1}. Nun kénnen wir dieses Element g unter Verwendung der
drei definierenden Relationen durch ein Wort w = wiws - --w, tiber a und b beschreiben,
dessen Buchstaben einander abwechseln und dessen Lange gleich n € {1,2,...,2k — 1} ist.
Die Bilder ¢(w1),p(w2),...,@(w,) sind abwechselnd in (a) — {1} = {a} und (B) — {1} = {B}
enthalten und ihr Produkt ist:

pw)-pwsz)-...-pwy,) =x pw)=x p(g)=x1
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Also ist nx((a),(B);{1}) < n < 2k. 4 Wir haben somit gezeigt, dass ¢ nicht nur surjektiv
sondern auch injektiv ist, es handelt sich also um einen Isomorphismus. [l
Zusatz 4.39 Wenn X =(a,b|a®=b%= (@b =1) ist, dann ist nx({a),{b);{1}) = 2k.

Beweis. Die folgende Uberlegung haben wir auf den Seiten 80ff. bereits in dhnlicher
Weise angestellt. Seien g, und gg zwei Geraden in der euklidischen Ebene E2, die sich im

Winkel % schneiden:

8p

EIIN

8a

Wir bezeichnen die Spiegelungen an den Geraden g, und gg mit den Buchstaben a und

B, und betrachten die von ihnen erzeugte Untergruppe:
U :=(a,B) < Isom(E?)

Durch die Zuordnungen a — a und b — § definieren wir nun einen Homomorphismus
¢:X — U. Da a? = p2 = (af)* =1 ist, lassen sich die Zuordnungen nach dem Satz von
Dyck zu einem Homomorphismus fortsetzen, vermoge dessen X durch Isometrien auf der

euklidischen Ebene E? operiert.

Da a und b durch Spiegelungen an g, und gg und somit nichttrivial auf E2 operieren,

sind a #y 1 und b #x 1. Nun ist (ab)?* =x 1, also gilt nx({a),(b);{1}) < 2k.

Dass nx({a),{b);{1}) auch nicht kleiner als 2% ist, konnen wir wie folgt einsehen: Nach
Lemma 2.2 ist nx({a),{b);{1}) € 2-N U {oo}. Angenommen, es gibt ein n € {1,2,...,k — 1}
mit der Eigenschaft nx({a),(b);{1}) = 2n. Dann gilt entweder (ab)” =x 1 oder (ba)"” =x 1.
Da ab und ba durch Rotationen mit dem Drehwinkel i%” um den Geradenschnittpunkt
auf E2 operieren, operieren deren Potenzen (ab)” und (ba)” durch Rotationen mit dem
Drehwinkel J_r2”T'” um den Geradenschnittpunkt auf E2, und somit nichttrivial. Also sind
(ab)" #x 1 und (ba)™ #x 1. 4 Es folgt, dass nx({a),(b);{1}) = 2k ist. O
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Betrachten wir beispielsweise die Eckengruppe X, dann sehen wir, dass die eindeutig
bestimmten Elemente a € A — {1} und f € B — {1} jeweils die Ordnung 2 haben und die

Gruppe X erzeugen:

Da A nicht-winkel-ausgeartet ist, insbesondere also der Winkel <(x({a),(B);{1}) # 0 ist,
gibt es nach Lemma 4.38 ein % € N, sodass gilt:

XE<a,b|a2=b2=(ab)k=1>

Hierbei werden die Elemente a € A — {1} und § € B — {1}, genauer gesagt: deren Bilder
pax(a) € X und ¢ppx(B) € X, durch a und b beschrieben. Genauso kénnen wir nun auch

[ eNund m €N finden und die iibrigen Gruppen durch Priasentierungen beschreiben:

Z=(b,c|b?=c?=(bc)" =1

/N

B=(b|b%= C=(c|c?=1)
D ={1}
O O
XE<a,b|a2:b2:(ab)k:1> A YE<a,c|a2=c2=(ac)l=1>

Hierbeiist A =(ala?=1)zu erginzen. Die Homomorphismen von A lassen sich beziiglich
dieser Prisentierungen ganz einfach durch die Zuordnungen a — a, b — b und ¢ — ¢

beschreiben.
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Aus Symmetriegriinden konnen wir o. B. d. A. davon ausgehen, dass £ <[ < m ist. Da A ein
euklidisches Dreieck von Gruppen ist, gilt (¢,1,m) € {(2,3,6),(2,4,4),(3,3,3)}. Der Colimes
G von A ist also isomorph zum Colimes von A4(k,l,m). Er ist nach Lemma 4.43 virtuell

polyzyklisch und somit insbesondere virtuell auflosbar.

Damit haben wir schlieflich gezeigt, dass der Colimes eines jeden nichtsphérischen nicht-
winkel-ausgearteten Dreiecks von Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe D entweder

eine nichtabelsche freie Untergruppe enthilt oder virtuell auflésbar ist. O

Bemerkung. Aus dem Beweis ergibt sich sogar noch eine schirfere Formulierung von
Satz 4.37: ,Der Colimes eines jeden nichtsphdrischen nicht-winkel-ausgearteten Dreiecks
von Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe D enthdlt entweder eine nichtabelsche freie
Untergruppe oder ist virtuell polyzyklisch.“ Dabei miissen wir lediglich noch das auf Seite

130 bewiesene Lemma 4.43 verwenden.

4.7.3 Einige weitere vorbereitende Lemmata

Wir werden die Aussage von Satz 4.37 nun auf nichtsphéirische nicht-winkel-ausgeartete
Dreiecke von Gruppen, bei denen die Zweizellengruppe D nicht unbedingt trivial aber
zumindest endlich erzeugt ist und entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe enthilt

oder virtuell auflésbar ist, verallgemeinern.

Die folgenden Lemmata 4.40 bis 4.43 leisten wesentliche Vorarbeit sowohl zum Beweis

dieser Verallgemeinerung, d. h. des Satzes 4.44, als auch zum Beweis des Satzes 4.45.

Lemma 4.40 Es gelten die folgenden beiden Aussagen:

e Sei X — A —Y ein Diagramm von Gruppen mit Colimes G, z. B. kann G das freie
Produkt mit Amalgam sein. Wenn im(pax) <X und im(@pay) <Y ist, dann ist auch
im(pa) <G und wir konnen das Faktordiagramm X/im(pax) — {1} = Y /im(pay)

betrachten. Fiir seinen Colimes H gilt:

H=(X/im(pax)) * (Y /im(pax)) = G/im(pa)

e Sei A ein Dreieck von Gruppen mit Colimes G (genau wie in Definition 1.9). Wenn

die Bilder der Zweizellengruppe D, die wir in diesem Lemma grundsdtzlich auch
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mit dem Buchstaben D bezeichnen, Normalteiler der Ecken- und Kantengruppen
sind, dann ist auch im(pp) < G und wir kénnen das folgende Faktordreieck A/D
betrachten:

Z/D

/N

B/D C/D

/o

X/D A/D Y/D

Die Homomorphismen sind die vom Dreieck A induzierten Homomorphismen. Dass
es sich bei A/D tatsdchlich um ein Dreieck von Gruppen handelt, kann man leicht

einsehen. Fiir seinen Colimes H gilt:

H=G/im(gp)

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, die zweite beweist man, mit etwas mehr
Schreibaufwand, analog. Sei also A = (A | R ), X E(X | Ra) und Y = (¥ |Rqg ). Dann
gilt:

G=(A, X, Y | Roy, Ry Ry, {a=ax (@), a=gay (@) |acst})

Wenn nun im(@x) < X und im(pay) <Y ist, dann kann man allein unter Verwendung

der folgenden definierenden Relationen:
Ra,{a=pax@) |aest} und Ry, {a=¢ay(@) |aco}

einsehen, dass jedes a € o/ auch nach Konjugation mit den Elementen von «f U% U
und deren Inversen als Wort iiber den Elementen von &/ und deren Inversen geschrieben

werden kann. Folglich ist im(¢@4) < G.
Wir definieren nun:
S ={pax (@) |ae}
= im(pax) =(Fa ) X = X/im(pax) =X | Ra, S )
und analog dazu:
Sy = {m | ac ,szi}

=> im(pay)={Fa ) 1Y = Y/im(pay) EXY | By, S )
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Dann gilt:
H=(X, Y| Rz, S, Ry, S )
A, X, YN A, R, Lo, Ry, Foy )
A, X, Y| Ry, A, Ry, Fac, Ry, Sy )
A, XY | Ry, A, Ry Sy Ry S, {a=@ax @), a=pay (@) |acst})
A, XY | Ry, A, Ry Ry, {a=@ax (@), a=pay @) |acot} )=ZG/(LY
Wir haben also gezeigt, dass tatsédchlich H =G/{ < ) = G/im(p4) gilt. O

Lemma 4.41 In der Situation von Lemma 4.40 sind die Winkel des Dreiecks A und des
Faktordreiecks A/D identisch.

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Winkel in einer der drei Eckengruppen

mit dem Winkel in der entsprechenden Eckengruppe des Faktordreiecks zu vergleichen:

Wenn es Elemente uq,ug,...,u, € X gibt, die abwechselnd in A — D und B — D enthalten
sind und deren Produkt u1-usg-...-u, =x list,dann sind u1-D,us-D,...,u,-D abwechselnd
in (A/D)—(D/D) und (B/D) - (D/D) enthalten. Es gilt auBerdem:

uir-D-uo-D-...-up-D=x/pui-ug-... .un-D=x/pD
Alsoist nx(A,B;D)=nx,p(A/D,B/D;D/D).

Wenn es umgekehrt Nebenklassen Uq,Uos,...,U, gibt, die abwechselnd in (A/D)—(D/D)
und (B/D) - (D/D) enthalten sind und deren Produkt U;-Us-...-U, =x,p D ist, dann
wihlen wir, fur jedes i € {1,2,...,n}, einen Repriasentanten u; € U;. Diese Repridsentanten

ui,ug,...,u, sind abwechselnd in A — D und B — D enthalten und es gilt:
ui-D-ug-D-...-up-D=x,pD
> ui-ug-....up-D=x/pD
=>ui-ug-...-.up€D
=>3deD :uj-ug-...-up=xd

Wenn wir nun @, := u, -d~! wihlen, dann sind auch ui,us,...,u,—1,4, abwechselnd in

A —D und B - D enthalten und es gilt:
Ul UQ ... Up_1-Tp=x1

Also ist auch nx(A,B;D)<nx,p(A/D,B/D;D/D). U
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Lemma 4.42 Sei G eine Gruppe und H < G ein endlich erzeugter Normalteiler. Wenn
H virtuell auflosbar und G/H virtuell polyzyklisch ist, wenn es also eine Untergruppe
U < G/H mit endlichem Index |(G/H) :U | < oo und eine erweiterte Normalreihe :

G/HzU=No>N1>Ngl>...> N, 1 >N, ={1}

mit der Eigenschaft gibt, dass, fiir jedes i € {0,1,2,...,n — 1}, die Faktorgruppe N;/N;.1

zyklisch ist, dann ist G virtuell auflosbar.

Beweis. Sei 7: G — G/H die kanonische Projektion. Fiir jedes i € {0,1,2,...,n} betrachten
wir die Untergruppe N; := 7~ 1(NN;) < G. Nach dem Korrespondenzsatz, siche zum Beispiel
[Rot95, Theorem 2.28], ist U := Ny < G eine Untergruppe mit endlichem Index |G : U | < co

und die erweiterte Normalreihe 91 induziert eine erweiterte Normalreihe I:
G=U=Ny>N;>Ny>...>N,_1>N,=H

Nun koénnen wir den dritten Isomorphiesatz, sieche zum Beispiel [Rot95, Theorem 2.27],
anwenden und beobachten, dass auch die erweiterte Normalreihe 0 die Eigenschaft hat,
dass, fiir jedes i €{0,1,2,...,n — 1}, die Faktorgruppe N;/N;.1 = N;/N;.1 zyklisch ist.

Da der Normalteiler H < G endlich erzeugt ist und, wovon man sich leicht iiberzeugen
kann, zyklische Erweiterungen von endlich erzeugten Gruppen wieder endlich erzeugt
sind, konnen wir schrittweise einsehen, dass, fir jedes i € {0,1,2,...,n}, die Untergruppe

N; endlich erzeugt ist.

Wir setzen nun voraus, dass H virtuell auflosbar ist. Es gibt also auch eine Untergruppe

V < H mit endlichem Index | H : V| < oo und eine erweiterte Normalreihe 91:
H=V=My>M>M>...>M,;, 1> M, ={1}

mit der Eigenschaft, dass, fiir jedes i € {0,1,2,...,m — 1}, auch die Faktorgruppe M;/M;1
abelsch ist. Wenn wir die beiden erweiterten Normalreihen 91 und 9t zusammensetzen,

dann erhalten wir die folgende Reihe R:
G=zU=Ny>N;>..>N,_ 1>N,=H=V=My>M;>...>> M, ={1}

Da H endlich erzeugt ist und V < H eine Untergruppe mit endlichem Index |H : V| < oo
ist, gibt es nach einem Satz von Hall eine Untergruppe V <V < H, die ebenfalls endlichen
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Index |H : V| < oo hat und auBerdem noch charakteristisch in H ist, siche zum Beispiel
[CgRRO8, Satz 1.15].

Wenn wir in R, fiir jedes i € {0,1,2,...,m}, die Gruppe M; durch M; := M; NV ersetzen,
dann erhalten wir:

G=U=Ny>N>...bN, 1N, =H>V =My>M,>...> M, = {1}

Nun ist, fiir jedes i € {0,1,2,...,n — 1}, die Faktorgruppe N;/N;,1 zyklisch und, fiir jedes
i€{0,1,2,...,m—1}, die Faktorgruppe M;/M; 1 abelsch. Wenn nun auch die Faktorgruppe

H/V abelsch wire, dann wire G virtuell auflosbar und der Beweis wire fertig.

Jedoch wissen wir nur, dass es sich um eine endliche Gruppe handelt. Daher betrachten

wir den folgenden Ausschnitt genauer:

Nn—l'ZanHEV
[ [

J J
zyklisch endlich

Sei t € N,_1 so gewahlt, dass ¢- N, die zyklische Gruppe N,_1/N,, erzeugt. Insbesondere
gibt es fiir jedes g € N,,_1 ein k € Z, sodass g-N,, = th.N,, => ge t*.N,, gilt. Wir betrachten
nun die von ¢ erzeugte Untergruppe T := (¢) < N,_1 und die Teilmenge T-V < N,,_1.

1. Behauptung: V ist ein Normalteiler von N,_1.

Fiir jedes g € N,,_1 sei Pg :N,_1 — N,_1 der durch die Konjugation n — g~ 1-n-g gegebene
innere Automorphismus. Nun kénnen wir fiir jedes g € N,,_1 die folgenden Beobachtungen
machen: Da H = N,, < N,_; ein Normalteiler ist, gilt ¢pg(H) = H und die Einschankung
¢@glg : H — H ist ein Automorphismus. Da aber V < H charakteristisch ist, gilt sogar
¢g(V)=V.Daraus folgt Vge N,_1 : po(V)=g1-V.g=V,=> VIN,_;.

2. Behauptung: T -V ist eine Untergruppe von N,,_1.

Seien k1,k9 € Z und v1,v9 € V beliebig. Dann gilt:

(tkl -vl) : (tk2 'UQ) =throghe phe oy ko e TV
| ———

eV

Seien nun % € Z und v € V beliebig. Dann gilt:

-1 ~
(tk-v) v Lk k gkl
——
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Die Teilmenge T-V < N, _1 ist abgeschlossen unter Verkniipfung und Inversenbildung,

also eine Untergruppe.
3. Behauptung: Der Index | N,,_1 : (T'- V)| ist endlich.

Da der Index |H : V| < oo ist, gibt es ein endliches vollstindiges Reprisentantensystem

{h1,h2,...,hp} = H der Rechtsnebenklassen von V < H. Fiir jedes g € N,,_1 gilt also:
JkeZ:getk-N,=tt-H
=>3Jkez:3ic{l,2,...,p}: g€tt - V-h;
= 3ie{l,2,...,p} : g€ T -V -h;

Folglich ist der Index | N,,_1 :(T- V)| < p < 0.

Nun kénnen wir den eigentlichen Beweis fortsetzen: Da V ein Normalteiler der Gruppe
N,_1 ist, ist es insbesondere auch ein Normalteiler der Untergruppe T-V < N,,_1. Die
Faktorgruppe (T-V)/V wird von ¢-V erzeugt und ist daher zyklisch. Unseren Ausschnitt

ersetzen wir schliellich wie folgt:

N,.i>N,=H>V ~ N,1=2T-V>V
[ [

J
endlich endlich  zyklisch
= abelsch

J
zyklisch

Wir erhalten somit die folgende Reihe fA:
G=U=Ny>N;>...>N, 1=2T-V>V=My>M>..>M,={1}

Die Reihe R unterscheidet sich im Wesentlichen nur dadurch von der urspriinglichen
Reihe R, dass die zweite kritische Stelle, also die zweite Stelle, an der eine Gruppe die
nachfolgende Gruppe nicht zwangsldufig als Normalteiler mit zyklischer oder abelscher
Faktorgruppe sondern als Untergruppe mit endlichem Index enthélt, um eine Stelle nach

links verschoben wurde.

Wenn wir nun die oben beschriebene Prozedur wiederholt anwenden, dann erhalten wir
nach genau n Schritten eine Reihe PR/, an der die beiden kritischen Stellen gleich zu
Anfang auftreten:

GzU=No=T'-V'>...>{1)

Doch in diesem Fall gilt |G : (T"-V')| = |G : U|-|Ng : (T"-V')| < co. Wir haben also eine
auflosbare Untergruppe 7"V’ < G mit endlichem Index |G : (T"-V')| < co gefunden. Es
folgt die Behauptung. U
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Lemma 4.43 Es gelten die folgenden beiden Aussagen:
* Die Gruppe Zg * Z9 ist virtuell zyklisch, insbesondere also virtuell polyzyklisch.

e Wenn (k,l,m)e{(2,3,6),(2,4,4),(3,3,3)} ist, dann ist auch der Colimes von Ay(k,l,m)
virtuell polyzyklisch.

Beweis. Im Beweis der Behauptung im grauen Kistchen auf Seite 95 haben wir gesehen,
dass die Gruppe Zg * Z2 einen zyklischen Normalteiler N < Zs * Z2 mit endlichem Index
|(Zg % Z39): N|=2<o00enthilt, d.h. Zg * Z9 ist virtuell zyklisch, insbesondere also virtuell
polyzyklisch.

Sei (k,l,m)€{(2,3,6),(2,4,4),(3,3,3)}. Da der Colimes von A4(%k,l,m) zu einer Untergruppe
U < Isom(E?) isomorph ist, geniigt es, zu zeigen, dass U virtuell polyzyklisch ist. Wir

betrachten die folgende induzierte Normalreihe:
U = (Isom(E>) nU) > (Isom* (E?) N U) > (Trans (E2) N U) > ...

1. Behauptung: Der Index |(Isom (E2) nU) : (Isom™ (E2) N U)| ist endlich.

Wir wissen, dass der Index |Isom(E2): Isom* (E2)| = 2 ist. Nun haben wir im Beweis der
Behauptung im grauen Kistchen auf Seite 96 gesehen, dass sich der Index nicht erhoht,
wenn wir beide Gruppen mit einer Untergruppe schneiden. Daraus folgt die Behauptung,
und sogar |(Isom(E2) N U) : (Isom™ (E2)nU)| < 2.

2. Behauptung: Der Index |(Isom™ (E2)NU): (Trans(E2) N U)]| ist endlich.

Wir betrachten zunéchst die Elemente der Menge R := (Isom™ (E2)NU) - (Trans(E2)nU ),

hierbei handelt es sich um Rotationen mit nichttrivialem Drehwinkel.

Seien p1,02 € R zwei Rotationen mit demselben Drehwinkel. Es ist nun eine geometrische

Fingeriibung, sich zu iiberlegen, dass p1-p2~! eine Translation ist. Dann gilt jedoch:
01-02 ' € Trans(E2)nU
= (Trans(E2)nU)-p1 = (Trans(E2)nU)- ps

Wir konnen also ein Repriasentantensystem {g; | i € I} der nichttrivialen Nebenklassen von
(Trans(E2) nU) < (Isom* (E2) N U) angeben, in dem je zwei verschiedene Elemente i und

o Rotationen mit verschiedenen Drehwinkeln sind.

Jedes p € R ist nach Definition orientierungserhaltend und lasst sich folglich als Produkt

einer geraden Anzahl von Faktoren aus der Erzeugendenmenge {a, §,y} darstellen. Wenn
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wir je zwei dieser Faktoren zusammenfassen, dann erkennen wir, dass sich p auch als

Produkt von Rotationen mit den Drehwinkeln 127”, J_rzl—” und i%” darstellen lisst.

Wieder ist es eine geometrische Fingeriibung, sich zu iberlegen, dass es Az,4;,A,, € Z
gibt, sodass p eine Rotation mit dem Drehwinkel A - 217” +A;- 27” + A %” ist. Die Menge

der so beschreibbaren Drehwinkel ist aber endlich!
Es folgt |I| < oo und somit auch |I|+1 = |(Isom™ (E?) " U) : (Trans(E?) nU)| < oo.
3. Behauptung: Die Gruppe Trans(E?) N U ist polyzyklisch.

Auf den Seiten 80ff. haben wir ein Dreieck A betrachtet, das ein Fundamentalbereich
der Operation von U auf der euklidischen Ebene E? ist. Wir wihlen nun einen beliebigen
Punkt p im Innern dieses Dreiecks. Seine Bahn (Trans(E?)nU)e g ist eine diskrete Menge
von Punkten in der euklidischen Ebene E2. Wenn wir also Trans(E?) auf die kanonische
Weise mit dem R? identifizieren, dann ist Trans(E2)nU eine diskrete Untergruppe des R?,
d. h. ein Gitter, und als solches isomorph zu {1} oder Z oder Z2. In den ersten beiden Fillen
ist Trans(E?) N U offensichtlich polyzyklisch. Aber auch im dritten Fall ist Trans(E2)nU
dank der Normalreihe Z x Z > Z x {0} > {0} x {0} polyzyklisch.

Daraus folgt: Die Gruppe U = Isom(E?) U enthélt mit Trans(E2)n U eine polyzyklische
Untergruppe von endlichem Index. Sie ist also virtuell polyzyklisch. U

4.7.4 Das zweite und dritte positive Resultat

Die Beweise der folgenden Sitze bestehen im Wesentlichen aus der Zusammenfiigung
von bisher bewiesenen Sitzen und Lemmata. Sie wirken daher sehr technisch, sind aber

nicht sonderlich geistreich.

Satz 4.44 Die Klasse der Colimites nichtsphdrischer nicht-winkel-ausgearteter Dreiecke
von Gruppen, bei denen die Zweizellengruppe D endlich erzeugt ist und entweder eine
nichtabelsche freie Untergruppe enthdlt oder virtuell auflosbar ist, erfiillt ebenfalls die
Tits-Alternative.

Beweis. Sei A ein nichtsphérisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen mit
Colimes G (genau wie in Definition 1.9), bei dem die Zweizellengruppe D endlich erzeugt
ist und entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe enthilt oder virtuell auflésbar ist.

Wir kénnen unsere Arbeit erneut auf wenige Dreiecke von Gruppen beschrianken:
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¢ Zunichst beobachten wir: Wenn es eine Eckengruppe gibt, die nicht von den beiden
angrenzenden Kantengruppen erzeugt wird, dann enthilt G nach Satz 4.20 eine
nichtabelsche freie Untergruppe. Wir konnen also 0. B.d. A. davon ausgehen, dass

jede Eckengruppe von den beiden angrenzenden Kantengruppen erzeugt wird.

¢ Da A ein nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck von Gruppen ist, ist es nach Satz 4.11
auch nicht-kanten-ausgeartet. Wenn A hyperbolisch ist, dann enthélt sein Colimes
G nach Satz 2.9 eine nichtabelsche freie Untergruppe. Wir kénnen also 0. B.d. A.

davon ausgehen, dass A euklidisch ist.

¢ Da A nicht-kanten-ausgeartet ist, enthilt jede Kantengruppe neben dem neutralen
Element noch mindestens ein weiteres Element. Es gilt also |A:D|=2, |B:D| =2
und |C : D| = 2. Wenn einer der drei Indizes grofler als 2 ist, dann enthilt G nach
Lemma 4.36 eine nichtabelsche freie Untergruppe. Wir kénnen also o. B.d. A. davon
ausgehen, dass |A:D|=|B:D|=|C:D|=2ist.

¢ Wenn die Zweizellengruppe D eine nichtabelsche freie Untergruppe enthilt, dann
enthalten nach Satz 2.12 auch im(¢p) und G eine solche. Wir kénnen also 0. B.d. A.

davon ausgehen, dass die Zweizellengruppe D virtuell auflésbar ist.

Da|A:D|=|B:D|=|C:D|=2ist, ist die Zweizellengruppe D ein Normalteiler in jeder
Kantengruppe und, da jede Eckengruppe von den beiden angrenzenden Kantengruppen
erzeugt wird, ist die Zweizellengruppe D sogar ein Normalteiler in jeder Eckengruppe.

Nach Lemma 4.40 ist also im(¢p) < G und es gilt colim(A/D) = G/im(¢p).

Nach Lemma 4.41 sind die Winkel des Dreiecks A und des Faktordreiecks A/D identisch:
Es handelt sich bei A/D also auch um ein euklidisches nicht-winkel-ausgeartetes Dreieck
von Gruppen mit trivialer Zweizellengruppe. Nach der im Anschluss an den Beweis von
Satz 4.37 gemachten Bemerkung enthélt colim(A/D) also entweder eine nichtabelsche

freie Untergruppe oder ist virtuell polyzyklisch.

Wenn colim (A/D) eine nichtabelsche freie Untergruppe enthilt, dann enthélt G nach
Lemma 4.3 ebenfalls eine solche. Wenn colim(A/D) hingegen virtuell polyzyklisch ist,
dann kénnen wir verwenden, dass D =im (¢p) endlich erzeugt und virtuell auflosbar ist,

um schliefllich mit Lemma 4.42 zu zeigen, dass auch G virtuell auflésbar ist.

Damit haben wir gezeigt, dass der Colimes eines jeden nichtsphérischen nicht-winkel-

ausgearteten Dreiecks von Gruppen, bei dem die Zweizellengruppe D die oben genannten
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Eigenschaften hat, entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe enthilt oder virtuell

auflésbar ist. |

Satz 4.45 Die Klasse der Colimites nichtsphdrischer Dreiecke von Gruppen, bei denen jede
einzelne der beteiligten Gruppen endlich erzeugt ist und entweder eine nichtabelsche freie

Untergruppe enthdlt oder virtuell auflosbar ist, erfiillt die Tits-Alternative.

Beweis. Sei A ein nichtsphérisches Dreieck von Gruppen mit Colimes G (genau wie in
Definition 1.9), bei dem jede einzelne der beteiligten Gruppen endlich erzeugt ist und
entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe enthélt oder virtuell auflosbar ist. Auch

in dieser Situation kénnen wir uns etwas Arbeit ersparen:

® Zunichst beobachten wir: Wenn A nicht-winkel-ausgeartet ist, dann enthélt G nach
Satz 4.44 entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe oder ist virtuell auflésbar.
Wir kénnen also 0. B. d. A. davon ausgehen, dass A winkel-ausgeartet ist. Mehr noch,
aus Symmetriegriinden kénnen wir o. B.d. A. davon ausgehen, dass <{x(A,B;D)=0

ist.

¢ Wenn eine der beteiligten Gruppen eine nichtabelsche freie Untergruppe enthilt,
dann enthilt nach Satz 2.12 auch G eine solche. Wir kénnen also o.B.d. A. davon

ausgehen, dass jede einzelne der beteiligten Gruppen virtuell auflésbar ist.

Als nichtspharisches Dreieck von Gruppen ist A nach Satz 2.12 realisierbar. Wir kénnen
es uns daher in diesem Beweis erlauben, die Abbildung ¢js nicht explizit anzugeben und
die Menge M =X UY UZ mit XNY =A, XNnZ=B,YNZ=Cund XNnYNZ=D) als

Teilmenge des Colimes G aufzufassen:

Man kann leicht einsehen, dass der Colimes G wie folgt als freies Produkt mit Amalgam

aufgefasst werden kann:
G=X *(A,B) <Y,Z)
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Wir unterscheiden nun die folgenden Falle:

Fall1: | X:(A,B)|=1

Wenn die Gruppe X von den beiden angrenzenden Kantengruppen A und B erzeugt wird,
wenn also der Index | X : (A,B)| =1 ist, dann betrachten wir den durch die Zuordnungen
VYVa€eA :a—aund Vb eB : b— b gegebenen Homomorphismus ¢ vom freien Produkt
mit Amalgam A *p B in die Eckengruppe X, nach dem Satz von Dyck kénnen wir diese

Zuordnungen tatsédchlich zu einem Homomorphismus fortsetzen.

Da <«x(A,B;D) =0 ist, kann man mit Hilfe des Satzes 1.7, des Normalformensatzes fiir
freie Produkte mit Amalgam, leicht einsehen, dass der Homomorphismus ¢ : A xp B — X
injektiv ist. Da die Gruppe X von den beiden angrenzenden Kantengruppen A und B
erzeugt wird, ist er auch surjektiv. Der Homomorphismus v ist also ein Isomorphismus.
Wenn A Z(A|Ry), BE(B|Rp) und D ={D| R4 ) sind, dann ist also:

XEA*DBE<.d,%‘%d,%@,{mzm‘de@}>

Mit den entsprechenden Prasentierungen C = (6| %), Y E(¥|Zw ) und Z = (F| Rz )

konnen wir den Colimes G wie folgt beschreiben:
G=(A,B,Y, Z| Res, Rz, {opad) = 95D |d €D}, Ry, B,
{a=0ay (@) |aest}, {b=pz(d)|beB}, {pcy (€)= pcz(c) | ce€} >

Mit Hilfe von Tietze-Transformationen kénnen wir diese Priasentierung noch ein wenig

vereinfachen und erhalten schlief3lich:
G=(¥Y,Z| Ry, Bz, {pcy (©)=¢cz() | ce €} )2Y xcZ

Wir unterscheiden nun die folgenden Fille:

Fall 1.1: Wenn die Eckengruppe Y von der Kantengruppe C erzeugt wird, wenn also der

Index |Y : C| =1 ist, dann ist G = Z und somit virtuell auflésbar.

Fall 1.2: Wenn die Eckengruppe Z von der Kantengruppe C erzeugt wird, wenn also der

Index |Z :C|=11ist, dann ist G =Y und somit virtuell auflésbar.

Fall 1.3: Wenn |Y :C|=2 und | Z : C| = 2 ist, und nicht beide Indizes gleich 2 sind, dann
enthilt G nach Lemma 4.13 eine nichtabelsche freie Untergruppe.
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Fall 1.4: Wenn |Y :C|=|Z :C| =2 ist, dann ist C <Y und C < Z. Nach Lemma 4.40
ist C <G und es gilt Zg * Z9 = G/C, nach Lemma 4.43 ist G/C also virtuell polyzyklisch.
Da C <G endlich erzeugt und virtuell auflosbar ist, ist nach Lemma 4.42 auch G virtuell

auflosbar.

Fall 2: (Y ,Z):(A,B)|=1

Wenn die Gruppe (Y ,Z) von den beiden Kantengruppen A und B erzeugt wird, wenn also

der Index |(Y,Z):(A,B)| =1 1ist, dann ist G = X und somit virtuell auflosbar.

Fall 3:

|X:(A,B)|>2und [(Y,Z):(A,B)|>2
und nicht | X : (A,B)|=|(Y,Z):(A,B)| =2

Wenn | X : (A,B)| =2 und |(Y,Z):{A,B)| =2 ist, und nicht beide Indizes gleich 2 sind,

dann enthilt G nach Lemma 4.13 eine nichtabelsche freie Untergruppe.

Fall 4: | X :(A,B)|=|(Y,Z):(A,B)| =2

Wenn | X : (A,B)|=|(Y,Z):(A,B)| =2 ist, dann betrachen wir (A,B) < G genauer:

e Da(A,B) <X und (A,B) <(Y,Z) ist, ist nach Lemma 4.40 auch (A,B) <G und
es gilt Zox 79 =G/(A,B), nach Lemma 4.43 ist G/(A,B) also virtuell polyzyklisch.

¢ Wie im ersten Fall konnen wir einsehen, dass A xpB = (A,B) ist, d.h. dass der

Homomorphismus v : A *p B — (A,B) < X <G ein Isomorphismus ist.

Wir unterscheiden nun die folgenden Fille:

Fall 4.1: Wenn die Kantengruppe A nur die Elemente der Zweizellengruppe D enthilt,
wenn also der Index |A : D| =1 ist, dann ist (A,B) = B und somit endlich erzeugt und

virtuell auflésbar. Nach Lemma 4.42 ist also auch G virtuell auflésbar.

Fall 4.2: Wenn die Kantengruppe B nur die Elemente der Zweizellengruppe D enthilt,
wenn also der Index |B: D| =1 ist, dann ist (A,B) = A und somit endlich erzeugt und

virtuell auflésbar. Nach Lemma 4.42 ist also auch G virtuell auflésbar.
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Fall 4.3: Wenn |A : D| =2 und |B : D| = 2 ist, und nicht beide Indizes gleich 2 sind,
dann enthalten (A,B) < G und somit auch G nach Lemma 4.13 eine nichtabelsche freie

Untergruppe.

Fall 4.4: Wenn |A:D|=|B:D| =2 ist, dann ist D < A und D < B. Nach Lemma 4.40
ist D < (A,B) und es gilt Zy * Z9 = (A,B)/D, nach Lemma 4.43 ist (A,B)/D also virtuell
polyzyklisch. Da D < (A,B) endlich erzeugt und virtuell auflésbar ist, ist nach Lemma
4.42 auch (A,B) virtuell auflésbar. Da {(A,B) aullerdem endlich erzeugt ist und, wie wir
oben gesehen haben, G/{(A,B) virtuell polyzyklisch ist, ist wiederum nach Lemma 4.42

auch G virtuell auflosbar.

Damit sind wir am Ziel: Wir haben eine erschopfende Fallunterscheidung durchgefiihrt
und uns davon iiberzeugt, dass der Colimes G in jedem einzelnen der untersuchten Falle
entweder eine nichtabelsche freie Untergruppe enthélt oder virtuell auflésbar ist. Es folgt

die Behauptung. O
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AUSBLICK

Nach dieser doch erschreckend umfangreich gewordenen Diplomarbeit, méchte ich Thnen,
lieber Leser, dafiir danken, dass Sie es bis hierhin durchgehalten haben. Zu guter Letzt

weise ich noch auf ein paar weiterfiihrende Anséatze hin:

¢ Normalformensatz

Wie auf Seite 43 bereits erwahnt, stellt Bridson in [Bri91] eine Arbeit mit dem Titel
»Normal forms in triangles of groups“ in Aussicht, hat diese aber bis heute noch

nicht publiziert.

Um einen solchen Normalformensatz zu finden, konnte man die Konstruktion des
Simplizialkomplexes K, wie in [Bri91] beschrieben, auf beliebige nichtsphérische

nicht-winkel-ausgeartete Dreiecke von Gruppen tibertragen.

Wenn G der Colimes eines solchen Dreiecks von Gruppen ist, dann kénnte man,
fiir jedes g € G, die eindeutig bestimmte Geodite betrachten, die einen Punkt im
Dreieck |6], beispielsweise |1-X|, mit einem Punkt im Dreieck g ¢ 5|, beispielsweise
ge|1-X|=|g-X]|, verbindet. SchlieBlich konnte man die Geodite in eine Galerie

iibersetzen und aus der Galerie eventuell eine Normalform ableiten.

¢ Schwache Nichtspharizitat

Chermak fithrt in [Che95] den Begriff der ,schwachen Nichtsphéarizitat“ ein und

verallgemeinert Satz 2.9 auf schwach nichtsphérische Dreiecke von Gruppen.
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Ausblick

Man konnte nun untersuchen, inwiefern sich auch die anderen Eigenschaften auf

schwach nichtsphéarische Dreiecke von Gruppen iibertragen lassen.

Klassen bestimmter Dreiecke von Gruppen

Obwohl gerade die sphirischen Dreiecke schwer zuginglich sind, gibt es Erfolge
bei der Untersuchung von Klassen bestimmter Dreiecke von Gruppen. Dazu zdhlen
z. B. die Arbeiten [gR06] iiber verallgemeinerte Tetraedergruppen und [All10] iiber
Dreiecke von Baumslag-Solitar-Gruppen. Schlief3lich ist in diesem Zusammenhang
auch die Diplomarbeit [Bre04] von Dirk Brendel zu nennen, in der Beispiele von

Dreiecken nilpotenter Gruppen studiert werden.
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